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In feit zijn vrijwel alle problemen, die in de mechanica optr~den, 
n1et lineair. Desalniettemin worde~ de meeste onderzoekingen verrioht 
aan de gelineariseerde theorie, ten dele, omdat deze theorie voor vele 
gevsllen een goede benadering geeft, anderzijds 3mdat alleen met dt: ge-
l1neariseerde benadering resultaten te bereike:· ?iJn. In de laatste de-
eennia z1Jn echter op het niet-lineaire geth1G ,ar::nerkelijke vorcf.r-ingen 
gemoakt., die., naar het schijnt, nog bet rekke ll J 1-c w0 lnig word er; toegepaet. 
Het ta de bedoeling h1er uitsluitend de then~lc d0r gewone dtfferEn~1aal-
verge11jkingen te behandelen, d;:iar enerziJ:..s ,:,· r ~et-lineaire part~ele 
d1fferentiaalvergelijk1ngen, die in de mech2ni2~ ontreden (gaadynam1c~, 
plast1c1 teitsleer) veel gecompliceerder zi jn, m:0:c: r r-i nderzijds qua s!-
linea1r zijn, zodat het karaktcr dcr te gebrui~f:i nEt~oden sterk ver-
sch11t van die welke bij gewone differE-nti.~i~~l·✓r:rg.riliJi""ingen wordi:n ge-
bruikt. 
Verder wot'dt, althans in d6 1nlt·i1i:-it;, r:c tE.:per-kir.g gemaakt tot 
syst~r:1en vt1r. dE. tweede orde, da;.1:-- hter fi:n n:-,n;:..-::!~ot~wt.liJKe voorstelling 
kan worden gt:.-g4=',ven, dle 1:il~~ s 1st0m<.:n V"<r, hogcrE'. or,:Ei in het algemeer, 
!ontbreekt .. 
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~ene stellin..,.en ·;o~r- s o temen · 'nn de twl'.ccie orde. 
1. Linea1re stelsels. 
Wij beschou1-1en sys~cnier, cUffcr1entiaalvergelij1<ingen 1n de VC)l"ffi 
(1) dy ( . ) ~ :::, Q. x, "J 
,.· l• 
de s1ngulie~e punten v1n de vergelijking gcisoleerd 21Jn, zodanig, dat 
in 1eder eindig gebie~ van het (x,y) vl1k 0en cindig aantal van deze 
pur-ten liggen. 
Nemen wi .j een s1ngul1er punt ~' ls oorspronr:; O van het CO(')t-dins ten-
at&lsel, d~n ~eldt i~ t:cn omgevin~ van O 
f dx AT- + 1·: "'tJ ( '.:) \ ) at 
.•. 
e_' 
l d· c,., ~ ,'j = ex J.. at I ,V 
w11a-r-bi~! d,,: ontn1kk,:;lin.,~ •1·•n 
gr::,ad. 
+ F.::i{x,y) . 
, .. 
+ ,~~2( X, y) . 
tn en Q.,_~ begint met 
(;. 
termen van de tweede 
Wlj zullen later de stelling v~n Poincnr~ bewiJzen, dat de baan-
v~~ de ocraprong wo~den benaderd (met 
( 3) I l ¾f ""' ex +· dy. 
ind1en ~id - be /.0 :Ls, 




1net cJU, - ~· t 1' i) 
zodanig, (1~t di:: v£n:•g1:dtjktngtm (:1) o·✓ cr,:;:··nr, ln 
(5) 
of wel 
(')I. ( nx + by) + (\ ( + a-,) 1_CX ; .J = 
~(ax J_ ov) + 
" 
?, ( r: X +- rj-;, ) ' ,f = 




r ( . .,, - ) ) . · -1- e r:;, = o 
' , ,,, ' ' ' .~ . 
) I \ 
( 1) -:,z. + (o- ,\,;) =O. 
evenzo 
ra- A2)0 + <' 0 C ,.:, = 
b ( <l- >c 2) 
,., 
=0. o' ..j,. ".: 
-'1- .> C 
d- ,\ = 0 ;~, 
,\ ( 
! \ 
,-1...X + ~ y). 
>\ -~ ( 
' 
\ y: + ;: .. J) '- C 0 
Wij onderscheiden dus de volgende gevallen: 
a) D = ( a-d) 2 + 4 be ) 0. 
twee re~le wortels: 
ad - be> 0 
De oplossing van de vergelijkingen iG 
A1 t 
u = c1 e 
A2 t 
V == C C: 2 
De baankrommen zijn dus: 
v = C.u /\/ >--1 
en de exponent is positief. 
Zij hebben dus nevensta~~a2 gerloarte, 
." ls wij I A 2 \ > I A\ ki0?.er1. HE?t s ln-
guliere punt haet een knoor. 
Als ~1 en ~ 2 beide ponitiaf zijn, 
dus a -i- d ) ) beweegt hE:t purrc zicr1 v0r. 
de oorsprong ~f, dE: knoop is insta-





>,;te<:1.--tl.::. '> <.) 
c'<-,. d < 0 
(l 
1.:-,.,.., <1 "", ~ ·-i ,, L; ~ f 









biel, als ~+d <0, dan ~eweegt h6t nunt zich ~et toenern8nde t naar de 
oorsprong toe, he~ punt is stabiel. 
-4-
ad - be < O hebb~n "'"" 1;,;n A2 tegengesteld teken., de baankrommen 
~ . ~/}.. 
V Ill c.u 1 .D >0 
o,J.-le <- O 
hebben due de n ssen tot i:i syn-.·~toten, 
alleen U•O en V•O g~ar. door co oor-
sprong. Het punt is een zadelpunt. 
b) D <. O. 
➔ 
dll\~ .~ 
~lflP\,o In dit geval Eijn de wortels eomplex 
.M-1 + 1 /·2· 
~1 .. i f>-2 • 
en ~&k de bijb~horen~e u en v zijn toegevoegd comglex. 
Voer dus in de r~Vl~ 
u1 • J( 'J • V), 








-'1 + ~-\· ~ 'l , 1 
' A._ >O 
feze vergelijk1ng 1ntegrer~n w1J door poolcoordinaten in te voeren: 
) u1 • f CO!:~ 
l v 1 = .Y sin ;$ • 
Dan wordt: 
- [u1 du1 + v 1 dv 1 J • [ u 1 dv 1 - v 1 du1 j )'Aw 
or 
-5-
1 v-te baenkreIT\lllen zijn dus spiralen, --- ! 
iJOfH" ~ ) 0 is het singuliere punt 
il"lstabiel, voeir f-l"l <. • is het stR-
biel.. 
Ale JA,1 ... o, dan zijn de wortels 
zuiver ima,gj.nair en de vergelijking voor de baankrommen wordt: 
j' = const. 
Zij zijn du~ cirkel5 in het u 1 ,v1 vla1c, dus ellipsen in het x,y vlak. 
Het punt heet een cent~um. 
e) Indien ~◄ is, 
~ijn ae wortels gelijk en de 





) °'-(ax ,i.. by) + p {ex + oy) -_-_ )._ ( <:,(__X + 
( t,ax +by)~ E:,(cx + dy) or..x +(~Y + A(ix + ty). 
waa l."'bij 
( a .. a) 2 = -4bc en 
cA. er1 0 worden bepc1a ld uit l a-d > c 7r°"~ + C\ = 
b . a-d p 
= 0. Os-..- -2-
~ en & uit: 
1 ~'6 + cb ;;:::: rJI.._ 2 
b 6 - a-d ,5- (?> ~-
waarbij dus 'a' en S nog een grAad 
van vrijheid overhouden. 
Ste 1 nog AV=W J ~\t::::: "C dan word t de standaa rdvorm 
ti ~ == u dw 
d"t == u + w. 
"' C D ""'· C 
C,1 e 
A 






m I',, + I' .,, + C 'X °" r:, ,, . 
W1" r:;i 'Tl LL ('\ l.:Ii voor a .., D ) 0 is. 












:j • ~et t 
r,ul, 














loss u ... C,, • 11 V = C0 .e t ,::;; 
),"'.) 
I!!, A A > 
• .'I 








m x. dx) = 0 
j \ t"J - ,'. J ~ .,, ,., 
,, + ( X) = (; 
j f ( 0) • 0, 
. 
·, ""' X • 
.1 ;; 
"' 
·,~ = ··\ ,i·x --.i... + _ _,, ____ ., __ 
I 
ne ieve 
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2. Algemene theorie van hat gcdrag van niet-lineaire differentiaalver-
gelijkingen in de omgeving van een kritiek punt. 
1. Het existentiebewljs. 
Wij beschouwen een sys~e~m van de vorm: 
dx1 
or= f 1 ( X 1 , . • . X n , t ) 
dx:2 
at == f 2 ( x 1 .•. xn, t) 
aa t wij in vec torvorm scli rl,Jven 
dx -,(- ) at= f x,t . ( 1 ) 
Allereerst beschouwen wij de exis entie van de oplossingen van dit 
systeem. 
Laat Teen continue functie zijn van d~ vector x. In dit geval heeft 
het systeem (1) ecn oplossing, die voor t=0 de waarde a aanneemt. 
Dit bewijzen we met de methode van Pic8rd, waarbij de vergelijking 




Wij beschouwen het systcem van opvolgendc benadcringen 
X 
n+'1 - a + Jt r(Xn;C)a-r _ _ 
o x 0 ==a 
Om schattingen tc kunnen mDkE:n, voercn ,'li,J in de maat voor de vector 
IIZJ< ==lz 1/ + .•. +lz 11J. 
Oan is t 
)lxn+1 - a II~ j 11 J'(xn,T)II ,dl . 
0 
Laat 7(z,t) continu zijn in het gcbied R 
llz-al/6:r 
Dan is 001{ Uf(z,t)it continu in dnt b:l.l'd en heeft dus een maximum M: 
t}U M 
- il R. 
C , 
! f( \ I .,.. i - 1 1.,, . # l, ,., J 
.,, 
van X J 
,, n t' moe n \, ,) 
·' 
rei n ) . 
► j 
,1 
,,J , )H (:, 
voor.· y R. 
n 










y\! ~ II ) - u t • ~ II t 
" 
ar 







II x - -Ii --,I> 
c:n va 
i '"' '.




II II -yl/ .... ) , ,, 







t ~ va 
w1 d t 1 y t 
( ) 
-3a-
-1 De kolomv;.:;ctor,:::n y van d,:z,c matr·ix ziJri oplossingc:n van de verg2lij-







De v-2ctor y nk:t inw2a rdc..:n kunncn wij dus schriJv~n els: 
-y:l. 
3 l 
2. De st~ll1ng van Liapoun 
Om h~t godrag vnn hct n ct-J.inc □ ir~ systu~m 
dx f(x.,t) dt = 
t~ beschouwcn in du vnn uen si uliur punt, waar 
voor 2en zck~rc t, 
natenstcls~l en lu 
czen wjj dit punt 1ls ocrsprong van hct o6ordi-
n p dit tij sip vast. 
Nu verondcrstellun wij, wlJ fin de 2.\l 
door en lincairu functi~ v~n x 
waa rbiJ 
f(x,t) = r( ).x + g(x., ) 
llg(~,t)H ➔ O ls Hxlt-::, 0 
ll X JI 
kunncn bunaderen 
( 1) 
in z rt: omgevi vc1r: X=O, 1;;11 A( ) continu is voor O Et ~T. 
-'+-
Aller:eerst beschouwen wij de klassieke stelling van Liapounoff voor 
eindige ten leggen aan g(x,t) de voorwaarde op: 
\\g(x,t)II ~ o als Uxll --:; o 
tlxll 
en wel uniform voor alle t me:t O ~ t ~ T. 
\I g (x ,•t) - g ( y, t) JI ~ c H x-y II 
voor alle ten IJxli~r, llYII ~ r, waarbij c ➔ O als r-+0. 
Liapounoff onderstelt, dat g(x,t) voor llxll < r analytisch is en dat 
de reeksontwikkeling begint met termen van de tweede graad. Dit geval 
voldoet zeker aan de bovengenoemde vaorwaarden. 
Wij zettcn de differentiaalvergelijking om in een integraalvergelij-
king met behulp van de e~nheidsoplossing Y van hot lineaire stelsel. 
Een oplossing hiervan, die voldoet aan de beginvoorwaarden y=a wordt 
gegeven door 
y = Y.a. 
Stel nu 
X - Ya= Yu 
dan geldt voor u de differentia8lvergelijking: 
of wel: 
en 
- dY - dY du (- -) - r-:;- l a. at+ u at+ Y at= AY a+u + g f,t 5 
du -1 -(- ) cff=Y .gx,t 
t 
u = l Y(t)-1 g (X,t )dL 
0 
zodat x voldoct aan de int~granlv~rg8lijking: 
t 
X = a"Y + l Y ( t ) . Y (t) - 1 g ( x ;t) dt, 
·O 
waarbij 
Y(t).Y(t)-'1 = Y(t-1:) 
zodat 
X = ay +l t Y(t-1.) g(x;t)dt;. 
0 
Wij beschouwen nu het iteratiesysteem: 
xo = Y = aY 
t 
xn+1 ~ aY +l Y(t- 't) .g(xn, -i; )dT; 
U1t de r~cursi~ formule volgt: 
.t 
i. lj " 11· I' itv// . jl••·tl ( 11 -:::(- -r'1! d"" 11 x,.. + .; , (!:- a 1, " ... -i- , 1 • J , b x ~- , "' } i -.. • 
"' ,, :.1 
0 
t .i .J 
HYiJ < M voor C,*t~'r. 
Dan 1s voor t.{'I: 
d1.u,: 
.. ~., 'I JC <· ,•,·r· -w> j 
.H~ J., "'" l ,,. .J. 
Ii X 




(, 'I -r- . 1,r , .• 
l'i • j I t, \ X r , l 
.J 
c~ 
/l 'l Ii ;,1, 
) II at . 
-,. 
t I ( ll ·· ... ' 1 . ' I - r ~" .. I V • r ~ y , x:n • ~ j •· I. •· - •1, J ii , I L·" •'·n, ,., 
() 
/ p -· -• II ~~- C t! )( -· X: , H 
, n n-'. 














oor al Ux ➔ l r:~ 
) . 
ij 1 1-
Y( - t) 
( ;, ) ,:: . 
Ux H:t,U'vH~~U ,, ' II ~ II u Ii ll . . I I I . 
-




fl ' "f" \ 
t 









C (xn+-1 - xn) 
n=O •. 
l, 




.s C .111 Y(t- t) H. ti xn-xn-'1H J-C 
0 
00 
< mn X / I X -X ., 11 •• C • r 11 y ( t. - l ) ! I d t . 
, n ri- , i 
D ,('t,<c ~o 
00 
Nu ls :::chtt.,r J t/Y ( t.- t ) II dt' ·< M 
0 
< c M m1 x II x . - x ,. II . 
, ri n-, 
!)c ccmv(_.r-g,,:ntit: is ,:,:lfs unU'or-!:I voc·r t) 0 f:n x 
l'1 
conv~r~eert naar 0en 
-,.,, 
f ·:.lrl c t :t 1. x , d 1 c v o .1 d c ,: t :i r: n : 
-7 I ,- - t \ -:-:; ( V ..,, \ - T i. \ .• 1 b \ ,, , L- ,I <J \,. 
ar g'(ip t) ~ E. llxf!, 111 
Hxl/ ·f U7U -i-EJ( HY(t-t:)ll. (lx"'fJ,j'(';. 
0 
Nu g~:bruikcn wlJ h~t r~~:, d1t &lJ J~ oplossing~n v~n ct~ v~rg~lijking dv __ _ 
ffli;;;t c.•onstant\\; cocff:lr:'.1.,:nt .. :n at = Ay naar nul gaan., dat z,.: cxpon:..mth:t:l 
r>~l a r· nu: 1 g ~ a n ~ 
Ii I If -<. (~ 
IIY(t- t )II< 
Dan ill 





~' t ii -1 f 
,.: . I X r dt 
::,pl,·:,aaing var-J 
+ u d 
d .. z. 
t 
l' ). 0 
' 
s r t 0 .l 
1. 
Vco-r t 1, ~1 ',) 11 
h ,;11. 
v a v o o r1.,,;n n e 11 
(' t-!l....) \a 
a) A 1 
wa 
b) 
\ fl I 
\' l'." ➔ 
1 X 
ve 




cff" = A Y2 • 
j-
x == y + l Y 1 ( t- t) 
0 
g (X, L) d"t + J" Y2 ( t-L)g"(X, t)d 1: = 
() 
rf.) 
= y +Jt 
0 
Y1(t-'t) g(x,t)dt -1 Y2(t-"C)g(x,t)dt + 
\_; 
Merk op, dnt a~ laatst intl-gra3l, nls zij b~staat, een oplossing is 
van ds linuairc v~rgelijking. 
Wij kunnen h~m dus samen n~mun met yen d2 v~rgelijking 
beschouwcn, waarbij y uen spucinlu oplossing van hot lineaire systoem 
is. 
Kies nu voor y een oplossing uit t k-p2rameter systeeem, dat naar 
nul c1t- voor t----,0 en l;13t jly(O) II k:luin zijn. Er is een a. )O, zoda-
ex,-. 
nig_, c18t ll yjl < b 2- l, voor ),, O. Vcrd,::,r is er c::en Q( :1 )CX, zodst 
!IY1 (t)I/ ~ a1l:- cx,t d1 ,,:en o< 2 , zodnt IJY2 (t)IJ ~ d 2 ,o<X2. t. 
Neem nu wc,er 
Nu is l I X JI .<'._ b -, - 0: t 0 - l: , n dat 
Immers: 
en voor voldcend klcine £ is dlt < 
-
Collcqu1um 
Methoden d~_r Mathematiache Ph:;:sica 
o. l. v. Prof .Dr FL Timman 
Onderwerp: Nie~.-~.1nea1re dlfferentiaalverse11Jk1ni,ep 
2 maart 1956 
Toe stell1n van Lia cunoff 
1) Het everiwicht var: t::en electr-isch c1.rcuit met een n1.et-11nea1r element, 
W1j beschouwen het nevenstaande 
l circuit, waar b1j A een elec- R 
~·,.---nnn,,"1r-r---. 
tr-iache 11chtboog aanwezig 1s. T ~ 1 
De k!n•akteristi~k van deze boog, f \I '\, 
a. w. z. het verband tusaen pot en- t A 
t1aal en str-oomsterkte wordt ge-
geven door nevenstaande grafiek. _ :!.._· ______ .....__,_ ________ _ 
V == 'f' (1). 
De vergelijkingen voor het c1.rcu1t zijn: 
Eliminatle van I seeft voor 1 en V de vergelijkingen: 
Voor het evenwicht is 
V0 = E - Ri 0 
Vo• 'f" (1o). 
B1J de eang"igeven veirm van de k,H•aktf'r1.stit.!k treden · due of een of -:!rie 
ev~nwichtspunten op. 
'Wij atellen nu: 
v.v +v. 
0 
Wij achr1Jven de vergelijk1ng~n in de eerste o~de benadering 
'~) (1) .d~ 




WiJ introduceren d1mens1eloze grootheden: 
)•f; ry-i 
en meten de tijd met de tijdconstante RC. 
t • RC 't . 
Dan wordt het systeem: 
waerbij 
gL ·) -1 
~-~(;-p,). 
R2C 1 
a-T; P·i d '+' • of"::'". 
0 
Hier'bij is Q( steeds positief, maar P kan pos1t1ef' of negatief u1t-
vallen al naar het punt in de grafiek. 
De karakteristieke vergelijk1ng is: 
... o. 
:\2 + {1 +<:xfl)A +O((P+1) .. o. 
;\1., ).2 - - 1+;P ± ½ V (1-<X,0/~-4ot.. 
W1J kunnen dus de wortels class1f1ceren in een ( CX, P) diagram. 
De sche1d1ngal1jnen tussen re~le en comp exe wortels vallen langs 
' ' 
( 1 .. ot P) 2 • 4 Cl( f ', ' ' , . 
: ' .. ·· .. 
1-°' fi • .± 2 V°& ' l i \ Ii:* f, :'"7, -:,---.;__;._· ·.;.;..··. -···.;;....:...·· 
P• 1 .;t 2 Y! • .1 + _L { oc.;.,..t_,. """"''..; ; 0( OC-"..i,::, .. ,, VQ\ ~..., - , 
Binnen deze lijnen zijn de even-
wtchtspunten focaalpunten. 
I 
0n de stabil1te1t te onderzoeken, 
beaohouwen w1J het re~le deel: 
otf+ 1 • o. 
• de lijnen zijn de wortels reUel. Het product 1a pos1tiet, p) •1, 
... .·.... .. · a1Jn du& de knooppunt~n .. 
S~~~~ p. ( ... 1 is het evenwichtspunt een zadelpunt., 
Voor C( P<-1.- dus P <- 1/oc ontstaat dua een instabiel evenwiehtspunt,. 
voor P <-1 een zadelpunt. 'f' '-...,, 
Wij besohouwen nu het gedrag 3 --.... ,,,.~ 
van de dr1e of een sn1Jpunten ·····, .... E - R i. • V 
van de l1Jn E-R1•V met de ka- 'L ·····,, ......... 
rakter1st1ek. ',~ 
In 1 is steeds 
\~gft < 1 i 
en het evenwicht is stabiel als ook nog p • J . ~ > ... J . 
In punt 2 1s p.;. ~ < -1, dus 1s 2 steede een zedelpunt. 
Daarentegen is 3 steeds cen stabiel punt, want f) )0, 
2) Elaat1sche stab111te1t van een gedrukte kolom. 
Wij beschouwen hier het sterk geschematiscerdc gtval van een kolom, 
bestaande u1t twee staven, die in een scharn1er door een veer worden 
vastgehouden, en een massa min dat scharnier dragen. Veren in C met 
C 
V 
veerkracht f(x) en een sa1raal-
.veer (die de bu1gst1Jfhe1d na-
bootst) werken de u1tw1jk1ng te-
gcn. 
Het evenwicht g~eft dan 
p • V 
- ~ + V 1 Sin 8 ... ¥- COB e • 0 J 
M w2k e en de beweg1ngsvergel1J~ 
king van de massa mis mx = F - r(x). 
Neem aan_ dat f ( ic) "" et x + (3 x3, dan wordt dt: vorgel1jk1ng 
mx.. 2 :Px - k a re a in x /1 + ( _ x +(3 x3) 0 
- \/1'--x"l . - • · 
Nemcn w1J alleen derde macht0n van x mee, dan kr1Jgen w1J 
Stel even 
mx + (~ + 2k _ 2P)x + (/3+ 4k i'l r ~ 
2k P 
81 - Q( + :-2' - '! 
1 
+ 4k P 82 - p -::,J' - ....,. 
31 l"' 
dan wordt het evenwicht gcgev~n door: 
f..,.) x3 • o. 
lJ 
(Qi(+ X + ( +- ... o. 
,1, zoa 
a rm, : 
Ct + = 
1 
p on + l,! 
"' 
ala st. 






0(, -n x-a 
= - . !U 
m; \T' " 
.. door 
"' 
V ,.. o. 
-a .,. 0 
V 
-
, X ,,. 0 , X = + 
V(~ i 12erst l: 
"" -
= V • 
it: I/ 
I ... ~ I - u: 
l. r· n > . 
-5-
zijn er drie evenwichtspunten. 







Methoden der Mathematische Ph sica 
o.1.v. Prof.Dr R. Tirnman. 
Onderwerp: Niet lineaire differenttaalvert5el1jk1 5en 
16 Maart 1956 
Methoden van 11,:..hthill voor as~'Tl'lptotische 
benader1n vnn niet linea1re ver el:!__,1;~_1n,z~ 
In navolging van Lighthill (Phil.Mag.Ser. 7, vol. 4o, p 1179) be-
schouwen wij een differentiaalvergelijktng van de vorm: 
(:x+£u)~ + q(.x)u = r(x) (1) 
waarbij t. een kle ine par'amet er i.s. 
Voor = C ontstaat een l1nea1r0 differ~r1tiaBlvergel1jking, wanrvan 
x • O een singulier punt is, is£~ c. dan wordt de d1fferentlaal-
verge11Jktng n1et lineair en het punt x = o is niet langcr een s1n-
gulier punt. Ver weg van het singuli~re punt z~l deze oplossing van 
de 11neaire ve~gel1Jk1ng 
X lju + r, I V) p •-• "" ( -,,• ! QX '·:! \ <'- ,_. - JC ,,_ l 
vnn de oplosstng 
d1t is echter in de omseving van x = O niet meer het gev3l. 
Men kan de oploss1ngen van (1) proheren te verkrljgen door in (1) 
te substitue:rf::n 
en door de coaffici~nten van opv0lgende rnachten van c nul te stellen. 
Di t gee ft het V()lgendc systeem van verge l ijkingen: 
du 
x 0;; + q(x)u0 = :r(x) 
du 
t \ C r1.x, - u.,-.-
,, ox 
waarb1j nll~ ver;el1Jk1ng8n voor x ~ O een s~ngulter punt hebben. 
Elke term van de, r-.::ek.s is dut, 31ngu1ier. 
De methode, die Lighthill e ngeeft, bestoat hierln om in plaets van 
x een nieuwe onefhankcl1jk~ v2rla~ele tin te voeren 1 di~ nog nader 
gespecif1C(;erd k~n \'IC-rde:n en da!"l zcwe} u ab x a.ls r£1::ks,,.;n 'tn ~- tt: 
echr1jven met co~ffici~nten 1 die functies z!Jn van t. 
- 2 -
X ,. x0 (t) + £X,,1 (t) + t 2x,1( t) + . " . t ,:. 
u .., UC) ( t) + ru,1(t) + E:2u,,( t} + ... 
·~ 
Substitutie geeft dan het volgi:nde systeem: 
(x0 + rx1 + r.2x2 + + £ u + E 2u ,1 ..,. • •• ) ( u01 0 ' + £u 1 +t2u 1 + ·1 2 
Ii 0 
= -l(q + £.x1q 1 + ,~x2q 1 
(r +£x1r 1 + c2x2r 1 
waarv.1 t volgt: 
:X U 1 + QU '""-T'X 1 0 0 0 0 
+-
-~ 
' ~) 0 ,, ;i'•c. '-·a,, 
.:: x1. 
'> , . .., 
~ £,:;·x~ r" 
..... 
' 
. . .)(uo 
.. ~ [x' -t" . 0 
I') 
+ !:U-1 + E:"·u + . 
' 
. ) 2 I 
2 I 
.... J + i::x' + £ x? + 1 "-
• Q< • ) -
-
x u' + x!qu 1 ... -:x.u' •· [x.u a __ 1 x! + :rdx x 1 - qu x 1+rxn-u u 1 -x1u• O ·1 o , ·, O 'l 0 i,) ,, 0 0 ·1 1J O O 0 
. ' . 
Omdat voor x groat de geltneariseerde vergelijklng een goede benade-
ring geeft, kiezen wiJ x0 (t) • t. 
t&n wordt de eerste vergelijking 
De oplossing van de hornoge~s vtrfe11Jking 
tv' + qv = O 
vu - vc:'E.xp_ft dt 
en die von de niet homogen~ v0~ge11Jktng wordt gevonden uit 
d r,'J., r rt 
-.r.:-( u .. ,. exp } -:-t_ .. ,: ~-- .i "" -;- exp 1 dt . 
u~ ""·' - ., I.., ...J 
Wij veronderst~llen, dat q en r regul1~r sijn in een omgeving van 
x • O, dus ook van t • O. 
? 
q ... q,., + Q.~x + q,~x·-- + 
\... ' .:::. 
+ ?",.,x 
I 
, . ., 
+ !',...,.Xe. + 
l'. 
Dan v1nden w1j, dst in e~n omgevlng van t • O 
u 1111 R + O(t··C";o) 
(J 
wsarbij h1t::r en t.n bet volgcnde H een regu.l tEsre funct ie 1 n t ~andu1.dt. 
H1erbi..,l :ts ri t~'='n ntet.-m:~at:h,f i:i:ehe,i c-etal: in dit laatst€ geval 
-~o tc •. 0 ., 
treden logarithrnische termen op. 
Uit de tweede vergelijking vinden wij op soortgeliJke ~ijze 
- 3 -
a\-(u_,.expf ~t) • t·expf~t.[(r-qu0 )x1 + (r•-q•u0 )x1x~ - u0 u~ -~z~ 
Als x1 • o, wordt x •ten wij vinden 
u1 • R + O(t-q0 - 1) + O(t-2qo-1). 
Ale wij nu 1n de reeks voor u de verhouding van opvolgende termen 
beschouwen, dan wordt deze 
De convergentiestraal inc is dus o(t 1+<:t 0 ) en gaat voor q0 < O naar nul 
toe met t. 
Is q0 > O dan is de term t-qo- 1 erger dan t•2Qo-1, maar in u2 geeft z1j 
een term t-q 0 - 2, zodat ook hier negat1eve machten van t verdwijnen. 
Als u1 een zelfde type s1ngularite1t moet hebben als u0 , dan moeten 
w1j x1 zo kiezen, dat de factor 
CTr-qu0 )x1 + (r'-qu0 -u~)x1 - u0 u~ 
de vorm R + O(t-qo+1) heeft. 
Neem eerst q0 >O. 
Als u0 rvAt-qo, dan wordt x1 bepaald door: 
dus 
(-q0 At-Q0 t ••• )x1 + (+q0 At-q 0 - 1+ ... )x1 
At-q 0 
X1 CV - Q + 1 
0 
Door volledige inductie bewijst mtn, dat 
XJ • O(t-Jqo) • 
W1j vinden dus: 
2 -2q0 -1 
• -A q0 t •.• 
x • t + t(- ~t:q1 + .•• ) + r 2o(t-2qo) + ,3o(t-3qo) + .•• 
0 
De convergentiestraal /' in de machtreeks naar, is dus O(tqO) in de 
omgev1ng van t • o. 
D1t is zeer belangriJk, want in het punt x • O is de reeks nu conver-
gent. Immers x • 0 correspondeert met 
1 
t • Bt 1-Klo q 
en dus 1s p r,, tqo "'-J c ~ > c • 
De eerste benader1ng is dus nu: 
u • u0 (t) 
wearb1j t de wortel is van de vergelijk1ng 
\ 
- 4 -
..,. t £At ... qo 
,,. - - ~ qo 
<:Ue voor t ">>0 in x overgaat .. 
H1erb1j \comen w1,1 van pos1tieve waarden van x. Er 1s een vertak-
kingspunt ala l = O of 
-q -4 q 0 ~At o · 
1 + , qc +1 1 "" 0. 
t ""' (- ~}qo+1 q ,..., 
0 
en voor positieve q0 11gt dit niet op de pcsitieve as. 
Ind1en q0 negatief ie, 1s de analyse minder volled1g. 
-q -1 Neern eerst q0 ~ -1, dan speelt in u1 alleen de term z o een rol. 
Het blijkt, dat men in dtt gev61l de :x/t) constant kan kiezen, zodat 
de reeks voo:r u unifc1?rn convergent ts in een 01. c 1rkel voor alle z ~ o. 
Dit ken direct bewezen warden door te etellen x = t + a, u = v + ~, 
zodat in de vergelijkine; voor v zowel de co~f'ficH!nt t als de be-
kende term nul zijn voor v • t • O: 
(t + « + it(v+~)}~ + q(t+«) .(v+p..) • r(t+oi,). 
dus 
Cl\+ (H. = O, /3q ( ex) "" r( c,,.) . 
c,1- en (3 kunnen in een reeks naar r: ontwikkeld worden. 
In de nieuwe vergelijking: 
(t+tv}~ + q(t).v ""r(t); r 0 mo. 
ku.nnen wi j een uniform conve rgente mnchtreeks in t kr1 jgen: 
r) 
V ,., V + f V '1 + C.'-v ,-, + •.. 
0 ' C: 
Allereerst.te: 
... " r J't -ri dtJ ('g_ dt 
= e t e .dt,.., tR + o(t-q0 log't) 
waarb1 j 1-4- • 1 als q0 e;ehee 1 is. 
Verder geldti 
d +ft dt '1 ft dt 
':1:I"""_ (vje ) • - r C' rv V n + V • + + V v!1 
r,n. 1. l_c: j-1 1 j-2 ... j-1::j 
Door volledtge induct i.e rewi j:~en w1 J,, dat 
VJ• tR + O(t••q~~j+,A4q • 
Elke v j iis begrenad ala t-,+o (;:n de convergentte 1e waRrsch1jnl1Jk 
wel uniform 1r1 t. Iedere oplcssing heef't echter een gecomp11ceerde 
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~1ngulerite1t van t = o, dus x Olli t)I;. Dit l1jkt echter n1et ju1st, 
want de s1ngul1.ere de len 1n de reeks :[ r jv J leveren factoren van de 
orde log";:;, 
J;{et z1et er dus naar ut t, dat de c,:)nvergentieatraal in C. de vorm 
h--' ~~ 
~" 1 heeft, waarbi j ;). 2 voc:ir q 0 = ---1 en v =- 1 voor andere q 0 • 
Er ken due een s1gnla~1+-1eit optreden vlek b1j t .,. o, z1.1n afstand 
C:"'!'1"!'!· - 1 y moetzijnO{e-"'"~.--~ ). 
Als voorbeeld geeft Lighthill de vergelijking 
( Z + tv)~ - V "" 0 
met randvoorwaarde v( 1) = ·1. 
De oplossing 1s 
Z .::: V ( ·1 + C lo CV) 
dz en het vertakk1ngspunt ls gegeven door dV,.. O. 
O "" 1 + t logv + £ 
·1+€ 
- -r 
Samenhen5 met de theorie van de sin.uliere Eunten 
. 
Wij schrijve~ de vorgeliJking 
( x + tu) t + q { ,~) u .,. r ( x) 
in de vorm 
AX 3"f • X + f;U • 
Het s1ngul1ere punt is gt'ifE:v1::n door 
x +Cu-= O 
r - qu .. o 
or wel 1n ecrate benaderlng 
r 
\) 
U a: • 1• --q. '1"!'"' t 
~./ f 
:"'o 
Stel u = qc;+r 1f + ·'?; :x •. -
dan wordt hct gelineoriaeorde bt:naderende st~lael: 
~ m r 1 ( - qo i . 
u !Ill(+ ('7 ' 
..• ) u 
- 6 .,. 
van t 
I 1 -i\. E: \ - 0 . 
-X 
(1- ( + ( ,i,, 0 . 
+ ( 'l -\ + tr = 0. 
"' ... 
bi n 1 
"" 
I 




"<1 = ~2 :ii::, 1 ) . 
van 
~ =: A( ) + B t. .ia 
-(; \e 
""' r,; \.,, 
s n j ~ t, 
1 
~ ,.,. ( IH' .t 
'l ~ 1 t - B( )t . 
-i· y ~ t t i\ 
'" '"" 
+ •//•· • C ~ 
00 
-
B( 1 )t 
. 




u = ~- B(1+q0 ).t-qo + 1~ 0 t + 0(£) ••• ) 
Uit de algemenestelling van Liapounoff voor analytische functies 
volgt ... dat de oplossingen van de complete vergelijking ontwikkeld 
kunnen worden in machtreeksen naar t (met log-termet,.) in de omgeving 
van t = o. c4 lPJ 
1 11 +q \ . } • -q n - 1 +q ( S = t O t4[at1)t~ + BCt ·· 0 'l_LbJ'1)tv}, 
. rvi t:r1 
r 1 1+q f; -qo•- 1+q S: 
'l == 1~0. t olLaJ 2) e'}- B( 1+qo) t orb~ ( 2) t:r~' 
-0 --
De hoogste singulariteit, die optreedt, is de term t ·o 1+qo, zodat 
het bezwaar, dat Lighthill door zijn methode opheft, al direct is ver-
dwenen. HogGrc benaderinge:n in £ kunnc. n <: ire ct gevonden wordE=n door 
het singuliere punt bt.tcr te bGn2d<:::rcn. De parameter t, die hier op 
een natuurlijke wijz£ tt v?orschijn komt, 1s in eerste benadering 
identiek met de t van Lirhthill. 
Voor q0 < 0 gaan de beschouwing8n onvermind6rd door, alleen is dan in 
de omgeving van x -= 0 : t ""O(l). 
Colloquium 
Methoden der Mathematische Physica 
o.l.v. Prof.Dr R. Timman 
Onderwerp: Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen 
13 april 1956 
Toepassing van de methode van Lighthill. 
Wij illustreren de methode van Lighthill aan de eenvoudige vergelij-
king: 
(x+fy)~+Y=1. 
Wij substitueren eerst 
en krijgen dan het systeem 
dy 
X O + ax 
metals oplossingen: 
waaruit volgt 
In het bijzonder wordt: 
lim Y1 lim -= 




1 + _£ X 
co 
2 
2x3 lim co 
-
- ~ , 
x~ 0 2X 
y 
zodat de verhouding }y0 naar oneindig gaat met afnemende x. Wij kunne 
dus nooit een uniform convergente reeks in x krijgen. 
Met Lighthill voeren wij in: 
Y :i y O ( t ) + E y 1 ( t ) + E 2y 2 ( t ) + 
x = t +Ex4(t) + c 2x2(c) + ---
zodat de vergelijking 
(x+Ey) dy + (y-1) dx = 0 





+ c y 1 ..• ) ( 1 + e x 1 .•. )-o . 
l ! I 
ty 1 +Y.1 +Y.1"" 
Co 
-:;:-- .x .... ~ 
t, r. 
De algenenc oplossjng van de ver;eliJking 
+ y ,, 
' 
wordt voor m,'1 




Dan worc:t: _g. + ~~ :r-
t,. \,J 
/., 
C ,... f / 1 \ C fJ. + _.:;:. (OI. J- ,>¢ I + o, ... 
;:;; l t ) ---r- ,.. 
t t.l 
('t 






dl"S Cit ,, , .. .i. 0/ 
.... :m-i.,..., ..... ' 
.. ,21t 
moet b11jven, ~oet x1 
,. -2 
· in het rechtHrlid 
Wij beech0uwen nu htt gedraJ tn d~ orn~0vin; v~n het sjn;uliere punt 
van d~ ve~~elijk!ns 
Het sin~ullere pun~ wordt bepnGld u1~: 
dan i>.Gl"'.°it het 
met de oploesingun: 
• { tl :.a }~ r~~.,, t.• 
~ ,. t e 




( :I "" + 
-1'. 


















ov { ) 
....- "" u :x:+ Eu+ E AV , Ct. 
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en zo~ken weer h~t einiuli~r0 punt. 
Hie~ 1s echter ue~ lijn van s!n~ulicrt punten, !~ d~ x,u,v ruirnte; 
( X + f. U + t ;JV ,,,. 0 
~ 
l I_, r - qu ,_ sv = O, 
W1J b~schouwen nu de ontwikktlin;; Jn df: 0~3~vtn~ van dat punt, dat 
gcgcvun wor~t doo~ 
r - SV "" (), X. + ,: r:>V - 0, 
metals oplossin~cn 
\).,,, 1r ., •• , ) ,, 
- !, 0 'n),. .i\. •r 111' • 11 ;,::; \._ . .,t D' 
' 0 I , 
;~ 
.. ('\ 
r -~vs -o. 0 (I () ' I + V • ,s 0 ~•••, X • -
( du 
l t,· 




rJ,< ·,'x-x,,'-H.u +1':'c,(v-v) 0 • o· 
v-v - ·r:, 0 
zodat het 9t~lscl worcit: 
I 1~ A (. f_ 8 
I 
f' l ( (\' t' •' \ ...,, 
-a(O) ,._, I -q \ 0 J -~ J\ 








D0 bijbc·hort:ndc oplossingen van h0t stclacl zijn 
t,(~•ro 
'-= 
t'' r0h • t' "'t,1 •q)' -1,.,t '' B + ,.,,1 d = ,,, \ 1· ,. 
·•q +er' l I \ ., ' .. 





-~ 0 !'"\ ,1'\, V 
~ 
"" 
0 1 +o( E) -q(O)+O(l) 
wor:k n ?. ls 
11,jk ciar, dlc: 'ir~ ht:t 
E:ricd i(;k(; oplossi~zc:n Cyc le:s l i~. 
W1J hcbben i~zie~, det biJ conservat!evo aystcrncn periodieke oplossin-
gen bcstaan om eer ~venwic:1tspun1: h8en. Er zijn ~chter ook andere mo-
g-: 15 .. Jkh(:.d c:1-;, :·:: 1 (, wt j (:tT'S t ,.: an ,.::n ~ c~ _. v oorb, €· l•; (;: r (krron st N'" rE:n • 
1) 
In poolcoord1naten 
v '"' ,.. cu··· .,,Cr '°' 1. t. 1,l V I 
Hierui.t 1eh!<:;r• wij nf met 
<> ,, _ .... 
' - !" , 
dus 
en 
a -X. + 
. . . 






Als t ~ v0 gaat r __,.1, onverschillig of nu t=O r > 1 of r <.1 is. Daar 
de hoaksnelheid van de voerstraal constant is, betekent dit~ dat het 
punt een spiraalvormige baan beschrijft, die zich steeds nauwer aan-
sluit aan de cirkel r=1, Een dergelijke kromme, die als limietkromme 
kan worden beschouwd, waar de baankrommen voor grote t onbcpaald toe 
naderen, is een 11 cycle limite 11 • Deze ncycle limite" is stabiel, immers 
vanaf beide zijden naderen de baankrommen tot het punt. 
Indien r 0 =0 is, kan A niet bepaald worden. Het punt r=O is een even-
wichtspunt voor de oorspronkelijke vergelijkingen. Het evenwicht is 
instabiel, d.w.z. zodra het punt 
even uit het evenwichtspunt is ver-
wijderd, word t &f > 0 en het za 1 
zich er verder van verwijderen. 
2) ~ = -y+x(x2+y2-1) 
U = x+y(x2+y2-1) 
of in poolcoordinat2n 
d r ( 2 ) at = r r -1 
e == -1. 
Uit de eerste vergclijking volgt 
1 
r = ~f- , 
2 \/1-Ae 
r -1 
0 waarbij A= 
als r 0 <1, dan is 
r ::::: 
zoda t voor t--, t::X:> 
A <O en 
1 
r --,. 0. 
Niet-linea ir-e dtffer-ent:1aalve 
door 
Prof.Dr R. T1mman 
A.ls derde voorbeeld van limiet.cyclen beschouwen wi.1 het eysteem: 
dx "" ,...., "> 
"-x(',.c:.:,-vc ,,)'· Y of - " ,::·,1 - I - ' 
of in pool~oor111naten 
dr ,..,_ ,""\ JG ( ,.::: -1 \ t~ ,,. 
Gt -· r r . 1 :IT -- I 
dt 1 St.e,l 
;) 
~ = ~ . t"'-=tl 'fl 1,.,.I, ~ t''~ .,... .. --"1-'-
.. '.. '.J 
dt 1 1 '1 .. , 2 I ,:a 
""' -
t au f 1 ) ?. u, u-. u u-1 (u-1)..:. 
lot.; c • 
k·r•·l 1,-,p_~) w1·1 j 
- ······t,-· '.1, 
1 
A 
(\..'. f- '1 )P 
'If/ -· 
v_ -~ .. ,2':: 
~- ~- • r:. 
Neem v ldein, <1UB u ""'1 
,., 
-· V,,,C''--1="'-i21:, 1 
V r-..;2 t . 
'I:' ) 1. 
~lgemene .. E.!. ... e~scryap;een vn~ ye 1 i. ·1) 
In het algemeen 1a het zeer l,H"ttg o::i l1J71lt:t,::ycl1 te v1ndrm en ,lgemene 
criteria z1jn Gr nict, 
E~ zijn e~hter e~iGe criterl2, die op Poincar( terugga8n en die w1J nu 
bew1jzen. 
op een open begrenade deelverznme11ng J von het retile (x.y) vlak. 
Beschouw nu het sy3teem 
_______ """' ____ _ 
t~ = f{x,y) d , at== g(x,y). 
Wij veronderstellen, dat voor iedere t 0 en ieder punt (J,~) uit Deen 
ondubbelzinnig bepaalde oplossing ~ = ( t.p , 4') van het sys teem bestaa t, 
z od at ~ ( t O , ~ , "'t ) == \ ; lf ( t O , ~ ., 'l) = ~ is • 
Een punt van D, waarbij f=g=O is een critiek punt. Andere ~unten zijn 
reguliere punten. 
Het punt t 0 op een baankromme C verdeelt de baankromrne in twee halve 
baankrommen., de ene wordt doorlopen voor t ~ t 0 , de andere voor t ~t 0 • 
Onder een limietpunt Q van een halve baan c+ verstaan wij een punt zo-
danig.,dat een rij getallen tn bestaat, zodanig dat t 0 ~ OOvoor t➔ QC) 
en dat P(t0 )= [x(tn),y(tn)}-tQ, 
De vcrzameling van alle limietpunten voor een halve baan c+ is een li-
mietverzameling L(C+). Dan geldt 
Stelling 1. 
Als c+ een positieve halve baan is., die in een gesloten verzameling K 
is bevat, dan is L(C+) niet leeg en vormt een gesloten, samenhangende 
puntvcrzamcling. 
Wij schrijven voor de oplossing X= Lp(t), Y=\.j/{t) dan is c+ de kromme 
:f=('f ,'f) voor t~t 0 • 
Beschouw de oneindige puntreeks '£ (t 0 +u), deze ligt binnen een afge-
slotcn puntverzameling in het platte vlak en heeft dus deelreeks, die 
convergent is tot een punt, dat in K ligt, want K 1s afgesloten, 
L(C+) is dus niet leeg. 
Wij laten nu zien, dat L(C+) afgesloten is. Laat Q een verdichtingspunt 
zijn van L(c+). Dan bestaat er 2en puntrij Qne L(C+)., zodat d(Qn 1 Q)-+ O 
als n-, oo, waarbij d(Qr1_,Q) de afstand van Q tot Qn is. Voor iedere Qn 
bestaat er een tn> n., zodat a£t.p(tn),'f(t0 ).,Qn} <. ~ • Dus voor elke 
c > O bestaat een geheel getal N£' zodat 
d { 'f ( tn)., 'f (tn), Qn] < c/2 en d ( Qn, Q) < e/2 voor n > N. 
Dan is ook 
d ['f'(tn),'f(tn), Q}-<£ voor n>Nc. 
Dit betekent, dat Q ! L(c+) want tn~ oo als n--...oo. Elk verdichtingspunt 
van L(c+) behoort dus tot L(c+), de limietkromme is afgesloten. 
Denk nu., dat L(C+) niet samenhangend is. 
Dan zijn er twee niet lege, a fgesloten puntve rzame lingen, Ma' N die geen 
enkel punt gemeen hebben, zodat L(C+) ae som is van Men N. Daar Men N 
beiden begrensd zijn, hebben zij een eindige afstand l. Daar de punten 
van Men N limietpunten zijn van c+, bestaat er een willekeurig grote t 1 
zodat P(t) binnen een afstand 6/2 van M ligt en eveneens een willekeu-
rig grote t., zodat de afstand tot M groter is dan 6/2. Daar de afstand 
d(P,M) van ieder punt tot M een continue functie is, en daar de coor-
dinaten van P continue functies zijn van t, bestaat er dus een getal-
lenrij ttnJ , zodat d l P(tn),M}= 6/2. De puntrij P(tn) moet een deel-
rij bevatten, die tot cen punt Q convergeert, dat een limietpunt van 
c+ moet zijn. Dus QE. L(C+) en d(Q.,M)= 6"/2. Dan ligt Q echter noch in 
M noch in N, want ook is 
d(Q,N) ~ d(N,M) - d(Q,M) = 6/2. 
Dit geeft een contradictie, dus is de·stelling bewezen. 
Stelling 2. 
Indien c+ een halve baan is, die in een gesloten deelverzameling K van 
het vlak ligt en indien L(c+) een regulier punt Q bevat, maakt de baan 
CQ aus Q een deel uit van L(C+). 
-Pn 
tp(t., ·;;,z')" 'f{0 ,s",'?.J 
/\ A 
De coo:'dhwten van Q noem,.n w1j (5,?J), C is de kromme ~ =(~,'ti )·voor 
t>,,t 0 • Voor t..c.t 0 zij ':f =(5,17) en daar 'f een vectorfunctie is van de 
beginwa8rden is 4> = Lf1(t,~,7). Daar ~ een limietpunt is van c+ bestaat 
er een geta 11<:onrij t t -r oo a ls n ~ oo, zoda t de punt en P met coor-
n n n 
dinaten 'f> (t ;t;n) 1 1u (t ,'f-,17) tot Q naderen voor n-+00. DJ /·T DJ 
Wij kiezen op de krommc: dan P nie::uwe parame::ters, nl. de waa rden ~ , n n 
'} n voor tc.::tn, zoda t wi j dezu bc1ankromme schrijven a 1-s p ( t, ~ n _, 17 n, ::: 
= V) ( t + t -' 5 , n ) . J;... D / ,._ t, AA 
Besch~uw nu de b:Jan door Q. 'f (t, ~,'1J) waarbij Q is :£ (0,~,17) en een 
punt Q op dez,2 bannl{ron;m,-·, Daar '£ continu is in 5 en 17, zal 
\_f (t, 5 n·' YJn) · ➔ 'f~i_,j ,/\~) aJs n~ oo, want Pn~Q. Maar dan zal ook 
'f(t+tn/s,7] ;-) 'f (t,~,17 L d.w.z. het punt Q is een limietpunt van c+-. 
Dus de baan CQ behoort tot L(C+). 
Als Q du~ een re~ulier punt is van L(C+), dan is de baan CQ d0~r Q een 
limiet~aan van C'. 
Wij zien dus, dat ~(c+) bestaat uit kritieke punten en limietbanen. 
Indien L(C+) uitsluitend reguliere punten bevat, bevat L(C+) dus een 
complete baankromme. 
In het bijzonder geldt de stelling van 
Poincar6-Bendix2n. 
Indien c+ een p~ri~ieve ha1ve baan is, die in een gesloten deelvcrzame-
ling K bevat is en 1nA--1~-
is 
i I ,,..., : . 
__, • I ,-ih::711,~:::ild reguliere punten bevat, dan 
(1) bf c+ = L(c+) een periodieke baan, 
(2) bf L(c+) is een periodieke baan. 
In het laatste geval noemen wij de limietbaan L(C+) een limietcyclus, 
Om deze stelling te bewijzen, voeren wij het begrip transversaal in, 
Een eindig gesloten lijnsegment l is een transversaal ten opzichte ·van 
het veld£ als ieder punt van! regulier is en. de richting van f onge-
lijk is aan de richting van t. Voor deze transversaal gelden de volgen-
de eigenschappen. 
a) Ieder regulier punt (x,y) van Dis een inwendig punt van een of an-
dere transversaal, die elke richting, behalve die vah f kan hebben. 
b) Iederc baan, die een punt met een transversaal gemeeh heeft, moet 
hem snijden en al deze banen doorsnijden hem in dezeifde richting. 
c) Indien P0 cen inwendig punt van een transversa~l is, bestaat voor 
iedere f een cirkel CE met P0 als middelpunt, zodat iedere baan die door 
een inwendig punt Ci voor t=O glat l voor cen wac1rde van t met ltl-< £ 
snijdt. ~o 
.[ / ~ 
a) b) C ) 
Eigenschap a en b volgen direct uit de definitie, wij bewijzen alleen 
eigE.mschap c. 
Noem de coordinaten van P 0 (~ 0 , ry 0 ) en laat 1 een segment ziJn van de 
lijn ax+by+c=O. Er is een cirkel om P die uitsluitend reguliere punten 
0 
beva t. De:: oploss ing 'f die t=O door een regulier punt P ('5., 7} ) bij PO · . ~ gaat is continu in de drio variabelcn t., 5 en '7. Stel 
L(t,~,?] )=alp+b1.f-1+c., dan is L(0,~ 0 ,'J0 )=0 en it (o.,50 .,?J0 )=a ~+ b %-l+ 
+ c,/0. · 
Los nu t(~ 0 ,1]0 ) op uit L(t,5,7} )=0, don is teen continuefunctie van 
(~ 0 , ?J 0 ), in een omgeving van ( ~0 ,1J0 ). Er is nu dus een cirkel ::;t om 
(~ 0 ,770 ) zodat \t(;/>;)l< t binnen Ct. De baan door een (~,'}) binnen CE 
voor t==O zal dan 1. op t(~,J) ontmoeten en ltl-<- E.. 
De baankrommGn, die bj_nnen een begrensd gebied liggen, gedragen zich als 
spiralen. Dit wordt uitgedrukt in de volgende stelling: 
Als een eindige, afgesloten boog A van een baankromme J een transversaal 
~ snijdt, snijdt zij 1 in een eindig aantal punten. De rangorde van deze 
punt~n op i is dezelfdc als op C. Als C periodiek is, sniJdt zij 1 slechts 
in een punt. 
Laat A bepaald wor?en door :f' ,...~~r \ '1/f+-:1,t1,~.t~t" waarbij t 1 en t 2 ein-
dig zijn. Wij bewijzen eersc, dat A slechl2 Ptndig veel punten met l ge-
meen hoeft. 
habb..;:n deze 
Denk nl., aat er one1!1dig veel zijn, t1.,t2., • .. ~~l~ t(t) 
etn vari'.lichtingspunt t op J.. De grootheid ...i:'ii:::..~--,., _,~..,."i.----
"' n 
d d tot de ric:·nt.'t.ngsvcctor d '£ in het punt t v.:'in h-::t veld. za 1 en ns eren at 
Maar anderz1Jds 1s f{ tn}- 'f'_UJ de helli.ng van I, zodat de richtings-~,.. n 
vactor in t dezelfde richting za l hebbtn a ls !, wet ui tgeslot.Em is. 
W1j bew1jz~n nu, dat de volgorde op A dersniJpunt~n dezelfde is ala op 
1.. Laat P 1 en P2 twee opeenvolgende trnijpunten zijn, bij t•t 1 
en t•t,.., dan z:al de ge1:1lot:.n kromme J 
ii! 
ge,rormc door• dv ba::,ink:ror:unv tussen P .1 
en P 2 <~n hs;t: tussenliggende sei:;rr,.l:nt 
van l het vlak in twee d~l~n verdtlcn. 
Dan zullt.::n :t, b-ahorend M.,J t < t,, c-n R, 
' bt.:hore-rid bij t) t 2 aan v,t:rschi.111.:nde 
'.,,, +- 0 Ji ls ~j voi•-,,.._p d '1""'" ... bi~ - "'"" 0 ·t~---,,n T~.,,..t Ki.-11 vt~n van -t . ggen !1 z.... . u,., .. n '.., . • t;;C 1, . J J:' 'i t.u ,. 2 . ~·6e'.>"'· • u:.i,., 
R binn0n J ligg,::n. OpdHt C bulten J komt vo•or t > t 2 mo"~t C door- J gaan. 
M88"'" ka·1 ni .+- '400"' h't s ,rr•1•·ri• pp VT'' 1 ,... .... An ,·,n knn n·le"" pp ◄ n 11., \.t '- \,;.. ~, ,J "" ,.t,; t:.,,:.,y1.I. ...,. lv 1• 2 ~- ,.,. t,<'.'.'!'-.. ...t •,~· •-·. ·'•~ \1 1 2 ,.J,. 
tegengGst~ldG richting snijd~n. C moet dus binnen J blijven. n~ volgende 
dooranijd1ng P3 m0t l ligt Jus binnen J ~n VAlt nitt samen met P2 , P2 
ligt due tinn~n P1 en P3 op 1 ~n op C. 
!\ 1 8 p ~r p si1me 1 ·v~:11lt>p •\M :' ·p•··~"'or11L'k om..,.•kf'"rC1 V Y•o1-de'""S .. '•l 'lat 
• ,k '"" "1 , .l ~2 .,..a. l ., ,.. ..t.. "~• ~ ;, ,.,i,., ".): ..; ~ "" /1., ,4, ,_. , , I e)- C vi- 1;; ,J \.:.~ ._ J ,',. C., r.;.,; JI "' 
P"' nkt sam1-:rws1 lt m1;;t. P,> t.n r:!tt G pc:riod:t1::k is. Dan mol:t de boog van R 
t •• 
op G nF:f'H' Q t,.·r•ugg'.'.!an .:n dus J sn:.Jdcn, m:1ar- dlt kan nl,;;:;t tm du3 moc:t!:::n 
PA t:n F? s11munvnllen. 
I ·-
W1. j kunn,.:n nu d<:: st~lli!1g v?n Poinc::1rC-B1.·nd:txon be:wijzen L:n m•:rktm op, 
d3t 818 c+ ~; L(c+) ~~n punt s~m~en hctb~n c+ ~en porlodiDk~ baan is. 
Ynd,,n•-l,.. ... •1 1 "'""' t> P1 t ) ., ... ,_ 1··r····•t-,""~'•'·1\)p·· 1 11k Pl'l"'~- \r•·vi ,..+r) ~ {'''+) "1 "n 
-'-, ., .. .;. 1. · i.,1 "" n \.·, , 1.. -o: C( ""' ,._ 1., . \ '1 ' ,_ ~ ~ ; ,~: . .-1 ,_:, . 1 ,.: ..... ;. ~) \,., ,, 4t--- .. 't~ .,,L .,; A : v ct • l., c ,L., \ V w • ., ---v ,,. ., 
Het is regu11~r, want w1J b~schcuw2n nllt:cn L(C+) mat r0guli,:re punten • 
• Er is due cen treneversaal l ~~t P1 ~l~ 1nw~nd1g punt. Da&r P1 op L(c+) 
llg't moetPenoirkcd r ms::;t F' .. , ells r:-::1:.~Jde.lpunt cHt1 punt Q,•P(t.) bevattt:n, 
I 
wagrM.J 1 >t"'+~: is. N0~,,:1 nu E:. =1, dan best,wt er, zeals boven is bew1:::zen 
..., ·~ ' + I,._ . .Jt ~ -
~en P•P(t) op C wnarbij I t-t,< 1 en Pop A ligt. )enk, dat P niet met 
-P1 samenvalt. r,rm zijn er i:en -~rtndig .-:i.?,nt.t'Ll ~1dli.Jpunten met 1 op boog P,P, 
de puntr1j Vt.l\fl an1Jpuntt:n van c+ met ~ vormt ,;:en morwton~ r•i,J, di"'.; w,:ig-
locpt van P1• Dan kan 0cht~~ P~ g8en limietpunt vRn c+ zijn en ligt dus 
,I!. - ' ni,;'t op L(G· ). Dus moot P i~v.:::; F.,. uamenv,:,llt:n i.:::n ls c• ptc~r-1.odh:k. Verdtn• 
"'i'"n LT··, ('<::\t '•e·o +· .... cins•••·,1~0••,t·} T /(•"t--) ~ 'U ... t..: .• ,.... t: ,.,c, 'f•t.~:it.; vt.~, ... ,,~ ..... J~, .J....:,·, .. • 
Tenslotte gcldt, dnt indlcn 
(:en pe:·riodlBkt, baan btv,~t. --=·; 
. " •.• , <I 
dnarmtte 1d~nt1.(.k 1t3. Hout'! G0 r:l~:· 
p(:;riod.ti.~ke baan, die c!eul u1tmi3old: 
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Prof.Dr R. Timman 
11 mei 1956 
Lill~~tverzanaelingen met kritieke punten. 
Wij beschouwen nu het geval, dat L(C+) een eindig aantal kritieke pun-
ten bevat. 
Stelling. Laat c+ een halve baan zijn, die in een afgesloten deelverza. 
meling K van D bevat is. Laat D slechts een eindig aantal k~itieke pun-
ten bevatten. Dan geldt: 
(i) L(C+) bestaat slechts uit een enkel punt, dat een kritiek punt is, 
waartoe C voor t---+ co nadert 
(11) L(c+) is een periodieke baan of 
(iii) L(C+) bestaat uit een eindig aantal kritieke punten, verbonden 
door banen., die voor t ➔ "!: 00 tot deze kritieke punten naderen. 
Bewijs (i), De verzameling L(C+) kan hoogstens een eindig aantal kri-
tieke punten bevatten. Als L(C+) geen reguliere punten bevat, dan meet 
zij, daar zij enkelvoudig samenhangend is, slechts uit een punt bestaan. 
c+ zal tot dat punt naderen. 
{ii) Als L(c+) reguliere punten bevat, dan bestaat zij uit kritieke 
punten en limietbanen. Laat C zo'n lirnietbaan zijn. Deze baan moet een 0 , 
singulier punt als limietpunt hebben, want als hij een regulier limiet-
punt had, moest hij periodiek zijn. Maa r dan was L( c+)=C • De limiet-
+ 0 punten van de banen in L(C ) zijn dus kritieke punten. Laat C0 zo'n 
baan zijn, dan bestaan L+(c 0 ) en L-(C 0 ) elk uit een kritiek punt. Deze 
punten kunnen samenvallen. Verder zien we: Als c+ een halve baan is, 
die in een gebied KC D bevat is en als L( C +) slechts een kri tiek punt 
P bevat, dan zal een lirnietbaan steeds tot P naderen als t ~+ oo of 
t ~ - oo ga a t • 
Beschouw nu hct geval, dat L(e+) een regulier punt P bevat. Dan is c+ 
periodiek of niet. In het eerste geval is L(c+)=C+, in het tweede geval 
brengen wij een transversaal 1 door P aan. 
Dan is vroeger bewezen, dat c+ 1 in een oneindige puntrij snijdt, die 
rnonotoon tot P convergeert. Begin met t=t1 : en achtereenvolgens 
P1 ,..P2 .,P3 • , .•• Wij beschouwen weer de Jordan kromme J , die wordt gevormd 
. + n 
door de boog PnPn+1 op C en het lijnsegment pnpn+1 op 1. Bij Jn be-
hoort een binnengebied In ~n een buitengebied En. Denk~ dat P3 in I 1 
ligt. Dan volgt uit het voorafgaande, dat steeds I 1 binnen I ligt, + n+ n 
dus ligt L(C ) in In voor alle n. L(C+) ligt dus in de doorsnijding I 
van alle In en vormt er de rand van. Om dit aan te tonen, merken wij 




geen 1nw€,ndigpunt van I r'lH,dpunt kan z1Jn, maal<t L(~+) deel uit van de 
rand van I. Orng(::ki::erd is ,krjc-r punt op de rand van I een 11m1~tpunt 
van c+. Wlj hebben nu L(C+) b~paald uit het gedrag van f6n halve baan-
kr-omm.e c+. De situatie js echtt:r' zo, dat nlet ,Jlleen deze halve bean-
kromme, maar 1ederc andere halve bannkrommi:., dit: start in een punt. P, 
d t +) , +, ~• ~1~~ t~ ••~ft var• .Lr ~r11M• T,~, C,\, '• ,-.,i,, ii:: Si:::,c • ,.... 0~A e_,vp ,L,,v ) 
in een spi:raalvi.:it"m tot L(2+) nackrt. 
'Wi 1 bc.achO"Wr>'"l hi::.t g0 va·1 d•>t' ,,+ ~r" h,"t 11'\lel.,.;.,; \,;-C;J! """ .._,,l~ 'L. ,..,, ... ,. ,1,,.,4.:J r.:J: ·d 1,J .. &.•l l,1' .• ~ ' bu1tengebicd van I 11gt en dat 
'?'1 j {.'•e·1 .... egu 1 .,.,,,r pun·!'" t1.:,,•cit ~r .. ,,,r-:, 
ei,:;.i«h,, "'" • "' -'~·--"-' \• ..,_.,t,., ,., 111 •• ,._ •• 1, 
stea don een rij 
d,1n m:::er •:.>en transversaa 1 joor Q. Er be-
1:1 fr,r,cs10ttm verzamiE:lin~en Jy i zodat 
- - lN 
de begr~nzing van hun gerneenschap,~-
doorsnedc I gevormd wordt door L(C+). 
Ala P dicht genoeg bij L(c+) ligt, 
d~n ligt P blnnen een I 0 on buiten 
d,, vol12:tindt= I . ~ • De halve baankrOl'iffi(; 
,_. ·n.,. .. i 
r~ door P kan de b~grcnzing van 
- .r 
In en In+1 niet sn1Jden en dus moet 
+-
cp binnen ·n-tn+i liggen of 1 sniJ-
den h1 het se"-11H:,nt P ,.F' 2, • In het 
·- n+ 1 n+-
eerate g~va 1 inoet L( G;) ooi< tn l~-=-r~ 4_1 11ggk.in. Ale N gt"oot. genoeg is, 
dua P dicht genoHg ti1.j L(c+) l:i.gt, dan Jiggen u• geen kr1tl£-ke punten ~ 
in 'ln•I v~)orn,) N, want eip_d~ (c+) 11.gg ... :r~ kr1th·ke punt1::n 1-":.m di:ze zijn 
geiaoleerd. D-~n btVHt :.:(G;) alh:d-1 r·r·gut1E-r•e punten en volgi.;:nS de et0l-
op een stelllng, d1e str!ks ~0~dt bt)Wez0n 1 onafhankel1Jk van het voor-
8t'gasnde 1; moe t een Pttriod :teke bMi nkr•0mtnt:'' steeds een a.:tng,.ll1.1~r pimt 1n 
het 1nwendtge bev&tter,$ dat punt mo~:t eeht:.e:r- ooi< 1.n l~ ... 1-In liggen, 1n 
tegenatelling tot onze onderatelling. 
Dus uu;,,:•t Gp i'foor het se::grnt::.nt P ..._1P. ,,, 1.n : v-. b1nn~ntredl8n en vll::rvol-n. !d·,. nT', . 
S ···na ;: n e "f T ·~oda t ,., ook rH -1,··rt' f ot r tc~} I.';. -· ,,. ,,lt ,,A-. ; ·:·r+.\cl ... ., "' \,,l·p - a. \_,;\J'. ' ,. •'\ ~ 41 
w1 4 h 0 bben A,,~ dfi vft·1•g~nA~ qt~Jhi11•P 4t Ri1 4~~w"e I itt ~e11 rte v1n " ti "" ,~ lJ' ,..._.., ...... '\,.1, ""'' ,,.l,,.,,-.,. l\,v ,/C'\, '¼ • .,_,,,.,,. \,,,,.-~:<.•••'ii' ,.....,,, IJ.., ,,l,'t;,,, .. ,l!.,_., ~ .... U" t:' 0 ... , " •--• -
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den, zoaat elke baankromme, die op een a fatand 6 van een 11m1etkromme 
beg1nt b1nnen een afstand t van deze limietkromme bl1Jft voor voldoend 
grote t. Deze stabiliteit heet baanstab111te1t, en in d1t geval posi-
tieve stebiliteit. Als het verschijnsel voor t ._. - oo pleats vindt, 
spreken wij van negatieve stabiliteit. 
De vraag naar het criterium dat een periodieke baan C positief stab1el 
is, wordt zowel voor het binnengebied als voor het bu1tengeb1ed gele-
verd door de twee mogelijkheden: 
1) Een baAn nedert tot C als limietcyclus voor t ~ oO of 
2) Er zijn periodieke banen in iedere € omgcving van C. Dat de voor-
waarden voldoende zijn is juist bewezen, imm.ers els een baan tot C 
nadert, zullen alle banen, die in zekere omgeving starten, dit doen. 
Dat zij voldoende is tonen wij als volgt aan. Neem aan, dat C stabiel 
ia en dat er geen per1odiek.e banen in iedere e -omgev1ng van C z1Jn. 
Dan zal een positieve halve baan c+, die op een afstand <de van C be-
gint, een limietbaan L(C+) moeten hebben. Dan moet echter L(c+)•C zijn, 
dus C is een limietcyclus. Bcschouw nu twee opeenvolgende periodieke ba-
nen c1 en c2, waarb1J c2 binn~n c1 ligt, zodanig, dater geen kritieke 
punten of periodieke banen tussen c2 en c3 liggen. In dit geval kan het 
n1et voorkomcn, dat zowel c1 als c2 positi~f stabiel in het binnenge-
b1ed z1Jn, d.w.z. c2 kan niet tegelijk~rtijd pos1t1ef stabiel van bui-
ten en c1 positi~f stebiel van 
binnen zijn. Breng twee transver-
salen 11 en 12, die een baan bij 
c1 en een baan bij c2 snijden en 
beschouw het gebied R b~grensd 
door de boog P1P2, het segm~nt 
P1P2 en boog Q1Q2 met het segment 
Q1~. Vervang nut door -t, d.w.z. 
draa1 de omloopszin op de banen om. 
Een baen C, die op de rand van R begint moet in R bliJven en daar in R 
geen kr1t1eke punten liggen, moet zij periodiek zijn volgens de stelling 
van Poincare-Bendixson. Dan zijn echter c1 en c2 geen twee opeenv~lg~n-
de banen. 
De index van een singulier punc. 
Wij beschouwen weer ht:t vectorveld f 0n daarin een gtsloten krormne J, 
die niet door een kritiek punt gaat. ! is continu en heeft slechts ~en 
eindig aantal kriti~ke punten. Beschouw nu de verander1ng, dit de hoek, 
die f(x)maakt met e~n vaste 11Jn als x de kromzne J doorloopt. De index 
van de-kromme J is het getal ~ • 1;(J), dat klaarbl1jkel1Jk geheel 
is, daar de vector wegens de eendu1d1gheid na het doorlopen weer de ... 
zelfde richt1ng h~ert. 
_4 ... 
Nu g~ ldt de belengrijk& stelling: 
Als de Jorden krommt J een kP.il_;h~kc unten rn:!lsluit, dan is Ir!J)sO. 
Wij verdd.1.m het g1.1bied door J omslotcn iri kli;ine drichoeken. Daar r 
een cont1nu vJctorv~ld is ~n f n~rgens binnen J e~n singulier punt 
heert, kan m~n d~ze driehoek~n zo kloin ki~zLn, dat de v~randering van 
de rlchting van! lang~ elkc, zijd8 klein~r is dan cen willekeurig 
klein g{~tal t:n du:3 Zi:.:ker- zo, dai:; de vu·:'nich:t·lng klt:iner is dan 2Yr 
langs de g.:."'.ht'h' or:1t.N2k virn zo 'n dr-lehoEkj,:::. Daar h,:•t binm:ng1::bied van 
J afg::;Sloten is., nls w..: d, rand J '?Hct:..:}len, :l.::1 £ r!aar gt.:lijkmntlg 
cont inu, zodr, t w1J e:en gc:mt.·~r,sch.:1ppc 1~ ,1k-~· r,-11:.1 x.imum d i:.1mc· t.cr p kunnt:n 
9Bng2v~n diL voor all0 dri~hoelcJ s gc2J~. Daer d0 indux voor €ln drte-
hockjc kl~lncr is don 1, moot hij nul zijn. Alle dri~ho~kjes doorlo-
p~n wij in dez~lfde zln als wij J 
doorlopet1. B,:schouw nu n1,;e drL·lrn,. kJt:' s .. 
di~ e~n zijd~ gemcen hebb~D. D( drR~1lng 
d10 de vector, eun k~e~, d □ t dcz., z1Jri~ 
daorlop~~ wordt, ond0rg3at, is gt:lJJk 
h1j de andcrc k8er ondcrg81t. n~ totale 
de aorn v:n1 d<.: hoL:kvi.::rdr8ai '1 ngt:n bi.; h1:;: 
( 1f I ____,.._-.L 
doot'lopen vnn dt.: driehc,.:kJ",r, 1 wrint •d le bt Jdr,ai:r,vn van be:gren:zing .:n 
blnn~n J VAllcn w~g. Jaar de h02kv~rJraaii~g voor ~lk v0n d~ dri0-
bo0kJf.:S r:~il is, 1.:3 dus de to:?1- bo·.:k.v•:.:rdr-Gat.tni;. ook nul. !} .. :!mh:x is 
' 1 "~,.- ?~.u 1 • ~v•r '·' nd,·.,'.. ~ s r, .. (4 ·u·. ,., . ·11. l;. ·"'1 r•1 i· 1"' -"1' ~ . ·I' I.,.." J1.') ... ,·ia r 'Knorr=... J C '·.i ...... ,,U '-4 , '- ~ ~ J.. ._A.\: \,, "~ J. · .... ~ ... , ..... .. ,,.,1 r\.. .1 t~ <.. ,___. , • .; 1,, ~L •._. j .,, ...,; \.; l ~• -, .:.. •"'-' ll '',. 1 '\..¥ ~ 
Jordan kr-ommt J 2 gdi.eel oms 1u:lt., de index vsn ,J 1 gi:: 11.Jk mo1;;;t zijn ean 
de index van J 2 , indien 1:r gc~n singuli~rL puntLn tusscn ligg~n. 
Br~ng maor ~~n coupure aAti Ln doorloop 
de! kromm..'; J .. +-C·•,J<)-C e2n Jc.r·dar, Kl'.:'.t"."':J1H:', 
t 4. 
die g~cn si~gulier~ punt~n o~sluit, 
dus is haar index nul. ~2nr du 1 ~x 
van J2, dh in wijzcr ziri wordt do(H'-
lopen, tegong~st~ld is aan d~ !nd~x 
1n J2 in t~g~nwijz~r zin doorlop~n, 
vc,lgt d.1.rect: 
Ond~r- d,; .1.ndi:.:X vHn (:t::n r5tnf!.U}!,~r- curt v,,ra•.:1:~n w1.1 d} in:Jti:,;: vari t:en 
-----~' 
tal :hi blijkboat• onefhanktdiJk V3n dt. kt:UZ;.; van dEiZC krcinme. 
Het is nu gema kl;e U.jk aa n t1.: tom:n, d,,) t dt~ lndii!X Vern etrn w1.lh:l•rnurige 
Jc,rdao kromrrH J gelijk le son dt..: som ':ftln d-:: 1ndi.cE~S van de singul1ere 
punt,m, dl,,' doer dt,:.: kt·om;!\t: WCH'df:r• om:::1.otf:n. Orn dtt t:t~ bt::wl .. f:t1:;tl, li.!ggen 
wij om elk van deze puntcn een Jordan 
kromme. die binnen J ligt en verbinden 
de omsluit~ndt kromme J met een andere 
~n deze onderling door lijnsegmenten, 
Zo ontstaat ~on cnkelvoudig samenhangend 
gebied begrensd door een Jordan kromme, 
waarbinnen gecn singulicre punten liggen. De index van het geheel is 
due nul. 
waannee de bewering is bewezen. Omtrcnt d~ index van een p~riodiek~ 
baankromm~ geeft de volgend~ stelling u1tslu1tsel. 
Als Seen Jordar. kromm0 is met e8n continu_v~.,r~erend~ raakl1Jn v 1 die 
n~rgens op~ nul wordt, dan is: 
Iv ( J) = 1, 
Voor hct btwijs is h~t voldoende om ~~nheidsvector~n u te bcschouwen 
langs de raaklijn. Wij kiezen het coordinatensysteem x,y zo, dat J 
ligt in het vlak y >, 0 en aan de x as in het punt PO raakt. 
Dt. pun ten van J z1jn gegeVE:n door x::a Oil ( t), Y= ~ ( t), 0 ~ t ~ 1 waa rbiJ 
t•O en t=1 m~t P corresponducrt. 
Dan is 
!(t)-(0<.,~) 
Naast de raakl1jneenhe1dsvector 




t-! - ---'?, )( 
• 
s 
u(s,t) 1n als volgt: u(s,t) is de eenheidsvector in de richting van h~t 
;unt P(s) naar het pu;t P(t) 1:.m ~(s,s)~(s). Hierbij is O~s ~t._;1. 
Dan is u(O,O)=u{O) en v~rdcr is u(0,1) gedcfin1eerd als u(0,1)• -u(O). 
- - - - -De hoek, die u(s,t) met de x as maakt, no~men wij 9. In het (s,t) vlak 
· 18 ~(s.,s) een-continu vectorveld, g~defini~erd in de driehoek, b~grensd 
door ACts-0, 0 $t.-$1J CB:ts:1, O .:$S ~1, AB: O ~s ::t :s,1 en de schu1ne 
zijde komt overeen met d~ krorrmc J. ;(s,t) is n0rgcns in de dr1ehoek 
nul en is v~rdcr cont1nu. Daar de omtr~k van de drithock ~en Jot"dan 
kromme is, is Irr{ A ABC )=0 (;!1 dus gt: ldt 
A8AB +68BC +~SCA= O. 
Lange AC is 9 de hoek, e(o,t) dus de ho~k, die de koorde vanuit P0 
near de puntcn van J met de x as 1Makt; dez~ varieert van O tot TT, 
dus is 
6 e Belt •71, 
Lange BC is A8de hoek, dit: de koorde met c1ndpunt P0 met de aa maakt, 
" 
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dcz,c:.: loopt due van l2 iT tot 1T; d .. w.z. 
l:\eBC.L= -Tf. 
' 
Hieruit volgt; det 
dui raaklijn draa 1 t ov1.:r een hoi::,k 2 lT, de ind~x van J t. o. v. v is dus 
in h~t (x 1 y) vlak 1. 
Voor ~en peri.odi,.;kc: baankromrrH:: ls dc. r1cht1ngsv,Jctor in ied<}r> punt de 
raaklijn aan a~: b8ani<:romw .. :, de index vrin de: pt;ricldi,.::kL b-aankrorr.m1:: ls 
dus +1. Daar- cen Jor-dan krommi::, clh g-::,.:n singulieri::: puntun ornslui.t, de 
ind€:X nul he0ft, vol~;t M .. 1:!ruit, dat bi.nn,.:n t.:en pcriodit..k• ... · tnanl<:r'Ommt: 
st~~ds 66n of ~ecr singul1~re punten mo~ten ligg~n, waarv8n d~ som van 
de indices dd wearde ffn h8~ft. 
Vtlrschilh:nde typen sJ. ngu1icr(, punt,. n d•.. !.ndex berek,;.:n;,_n. 
W1j beschouwsn w~er h~t tw1: dim011sionalc syst~~m: 
. 
}t = t:-~ :K + by + et ) . \x,y , 
. 
.,. ! "!!' '\ ) V ::!I ex +· dy + 
" 
e::.i\,, .. ,J.r1 
was rbi,J od-bc,'O ia, 
r ~n g zijn continu in 0~n 
g1:10(i.."') t1la r. ~ O. 
.;:n f:xO( t•), 
Et• 18 dus een omg1:..v.i.n!:)'; va:-i C n:}n I>: gcvcn, waerb!nnt:n gf,1:.:n tw1..:edt:: s.ingu-
lit~ r punt 1 i..gt. 
Het ligt voor de hand, da t dt:: lnd"'•x v1:1 n O t. o. v. het complt;tt;.: eyst~~em 
Da " ..-•·r,-· bt.·sc·"'•'"'u••«•n "'l. j ""'~ '·w·· r· r· ··•it·1· r" " c •-- ··)~fun·~ t· ·• ·, 0 " n v cp · ,,~, ~"' \.,, ..,,;''t.,.~ ' ,f.',J "\,,• •• t::t~ la i,,;, 1..- \.j ,;,;,,..;• .._,,\...)J, <,,.-,, l\,111.G 'if t;,,.- < l.,.,l ,j., \_;., •~.,..J..t.:,\\J' ;!. t: - .,/ ~~~ill 
I I,-) •• T (J) ,1: \ i.i -~~ -••·tr r " 
.,, .. , 
:)·1,.,__ rga ng tu5St.rn 
due l! zou tE:g,.mg~st(:ld aon ! ztJn, wat uitgt:·sloti::n 1.s. Dt!- indtx I,l1J) 
1s klr:iar:•l>11Jkia1:1,jk (;i;:;1: cont:Lma: functi.c! v·:.,n s :tn ht:t ,1fges-lQter1 .intf..i!'-
val 0~a~1. Daer zij echt,,r cen gchc€:l gt.:tal ie, maet z1j on,1fhankt'!-
·
,1 ·1,1 k ~~, 1~,1 n V"' r·1 .,!'! • ,.i • w • •Y • v,·,. c.1 ,,.. [I!! ,.:in : ·, Y.-',' ,··~- -1 .. _, ,-~ "" •," t, •,• ·1 ·, c~ •. "" .... 1 •••t ,, _, - __,.'j. 





t .o,.v .. 
+ f(X, )ii QX + 
; ex+ 
!l z u 
t StG n. k, t d t 
t .1 :i. s. 
n :l.s voor s 
W • U + SV - (1+B 
- (f_.g). 
nt. 
(1+s )2 tfv P II ! 2 = i1S.1 
of ( 1.+-s) 2 J'\ ( a c O 8 b 
Nu is 
f( cos s cos 
r . ldt: 
llvU ~. OU 
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Prof.Dr R. Timman 
Wij beschouwen nu, aanaluitend ean de algemen~ theorie van de topolo-
g:tache methoden de m(;thode van Llenar-d en wcl eer-st voor di:~ differen-
tiaalvergelijklng 
Stel "~erst 
dan wo~dt d~ v~rg~lijking: 
dv x ax+ f(x} + v .~ o. 
Voer nu in de variabel~ 
waarbl,j 
l' "" V + P( X} 
X 
F{x) = 5 f'(§)d~ 
0 
ce~ on1~vcn functlc is var1 x. 
Dit gcef't: 
~ + y-P(x"'T ... 0 • 
De nor'li1%:Hl 1 op de baankromme door· hct punt ( x1 , y 1 ) hceft tot Vf: rge l ij-
kJng: 
of wcl (x-x1){y1-P(x1 )} -(y-y1 )x1 • 0. 
Het punt X•O, Y=F(x1 ) volrloet bllJkbaar ann d0ze vergclljk1n~. Voor 
alh; punttn (x.,,:v1 ) me 1.· v,n:1te x1 gaat ch: nor:~::rnl dus door het v.3ste 
punt O .F(x 1 ), zoda t h,2 c. r.tchtingsve ld di t~t;C t gecor1atrUf,:erd kan word en 
in hat (x,y) vlak. 
Daaw:• F(0)•0 is de O,)Nlp::-ong hct l:ril.,T.': s:;.ngul.frr•~- punt van dr: di.fff~rt:·n-
ttaalvorgcl11king. 
A•,., r;fx) • dy .. ·•~ •. , .. ,.L• 
.,.:, Y~•. \ . 1:1 oi ;,: °" I ~LL! • .;:, \.11,: 
de raaklijn horlzontaal. 
rb1kliJ~ due v~rticaal, vo r ;,,;,,.() is 
D+· baankrommc-n z:t,.!n synm,.,dsch , .• 8.v. ;J,~ oot·:!prong, vcrvr-n,g1.r;g van x 
door -x en Y door -}1 V1.t'1ridc,r• 1 •• dt: VU'P;(:1.tJklng riH:t. Wl,j :Z:l.t:'rl duo, dat 
als wiJ in cen b1:p~ald punt A mcu µoe.yl op de y--aa beg1nn~n, wiJ de 
Y··· 1'S , ..... ,,, ... '""''1' 1d···r ~?' .-,.wr• P" 1·1 1·· t, r,1•··· 1·,,·..-r•"·1·•"•' y a.t .. 1·s ·r ..ce•· t· .... .,,ed 0 
·" ~-...... , ;,;,, .•. ,. 1 ... .1 , ...... , ........ JJ •• , ...... •~(.,l , •. ,. ..... a· ...... c , .. · •. ""· .. 
sn j t 
d 
nson en 
i (, X) ,,, 
w 
d ,_, 
( ) "' 
voor 
t );; \ ,, 







t o rt tot het 
-· 
navo 
( X) "" 
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dus langs e:en boog AB van een baankromme: 
B B s s au dx UB-UA = J F(x). dy ax F(x) .dy. ax = ax = 
A A A 
Beschouw eerst een baan, die de kromme Y=F(x) in een punt Clinks van 
A snijdt en de y-as in de puntsn Q en R. Dan is 
R s dU < 0 
Q 
daar F(x)<O en dy>O is. Verder is dcz8 bijdrage bc;grensd. 
Beschouw nu twee banen, dj_(: dE: krornme Y=F(x) rechts van A snijden in S 
en S 1 (S 1 rechts va~ S) on de y-as in de punten C en D resp. C 1 en D1 • 
Dan is weer C 
Uc - UD = s F(x)dy, 
D er 
u f - u I = C D s F(x)dy. 
D' 
B~schouw het stuk tussen E en F, resp. E' en F', de snijpunten met de 
lijn X=a. Dan is hier 
E J dU = UE -
F 
E 
UF = f F ( x ) d y > 0 
F 
en verder, omdat F(x) monotoon tocneemt 
E' E J dU > s dU. 
F' F 
De totale integraal UC-UD bestaat dus uit uen begrensde negatieve bij-
drage van DF en EC en een m~t steeds verder gaande C en D onbepaald 
toenemende (wogens de monoton van F(x)) positieve bijdrage. Dus zal 
zeker op de duur UC-UD> 0 worden, cLw.z. er is E:en baankromme, waar 
Uc=UD is. Maar voor x=O is G(x)=O, zodat Yc=-Yn en een gcsloten baan-
kromme is verkregen. 
Wij gaan nu w"'•er terug naar d8 vergE:lijldng van Lienard waarbij g(x)=x 
is en schrijv2n inplaats van f(x) /-'- f(x). 
X + ,;U-f(x) X. + X == 0. 
Neem ecrst I'-'- khoin. 
De vergelijking schrijvun wij als: 
x dx + y dy - f-<-F(x)dy = 0. 
Als r =0 zijn de baankrommen de cirl,;:l::ls 
2 2 
x +y == const. 
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Als ,.. .. klt:in is, zal de:: bnar, We;;1nig van een c1-rkt:1 vt,rsch1llen. Wij 
zoekcn nu voor klelne f-A. d,:,zi:, bean met h~t cri t.~1•1um 
D s F(x)dy = O. 
,, 
,_, 
vo~r dnorto~ poolcobrdin1t~n in 
or 
Ind1 n 
Ci f Wt: 1 
y ""' 
,, cl r ~ r' F ( r s t n ,'J ) • [ c o s j . d r' - r a 1 n 0 . d u] :mO 
?(r sir.~"').r si,~· ~ -t"' P(r' sine).r s1n:J'. 
r - ,v.. I' • COS 
11." 5 P(r SHl 
0 
r b~p~ald kan wordcr1. 
2 r(x)=x -1 on~ata8t d~ v~rg8lijkin~ van Van der Pol. 
1 ·~ E<'(x)= ::- x.,.-x t:n de voorwanrdc wordt: 
j 
2 
r ,4 c· 
--r:- -rm I 4 • 
.:.:,_·_,,-_·) ,•• .,_,. •'I ·.\,, •. · .. : :·~.,,.; 1·• 1·,,•·1(lc r•1·r,·: ,d \·c:•, "'',·I'd ,1("0,... Ti/•--•~,..,; 
,. ~ _ - ~ ~JI t '-" "" ._. I,.)\~, • ,_,_.. ,.-,1,. <._.- 1 ~~ ;.'l .A,. •~• O '~-• V \.,, •-• . ;,,i ,,.-,. ~., r ~ ..,,.,J '"'" ,;,,., ·" I,,,, ,I,. ""'"' s 
x dx,,. 0 
of b1J benad~ring 
l_:z 
1 ·j•' •·• i:;,'v) 









,1 ) • 
pun 
rw1:M ozen w V rsn l n WO t l I{ 
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1 ncemt i 
i.8 d,z ~ 
' 
( ) d X. ( f-"' , = } . 
i"l WO 1 
x + fl'- (xH ·-





de opvolg0nd0 co~fficitnt~n ult d~ op~ervolg~ndt d1ffer~nt1ealverge-
lijkingen word~n bcpa8ld. 
1rr~tj Z(lt;·ken c:.(::rBt t.:1 cn opiossir1g~, d1t:; r)·ul .ls vc-or t=() ¢ ~=f( t ., ld:.,,A). 
Nu n0rn[n wij nan, dst de functi s £(~J~~,t) voor alle w3ardcn van t 
in 1.,en 1r11.1..:rval 0< 1.,< t" kunnen worch.:n o:1twik\\1.dcJ in mtH::htE.::n van,-,. 
W1j "" I:::!:. ""O, want wlJ kun-
zodat h2t syst~em 
vo,yr f-4 =0 de r\11op1otrn1nf~ hce ft. 
w~. c•i·c-·11,-.n '"'1'1 -jn,·•· 1r~,~ •'(-v A ) nr1tw·.'1. 1{lr,·,1d k·u·nnr.,.'1 W0 1'dt::n na'"'!" .M_ en 
· .!~•) •~,v"-, .,.,. I 1!,... l,,\J'.01,, .C(,',., !.., .:J._>l«A. - ,,_._ "'' ., o: /-
y ·"" Y .. , . .i. 
- -1. 
Doot" ht:..t f'onn,.:1,.? atclG...:J op tl: ~.GGS,:n VQOr" h< .. syst:{t.:m 
krljg .. n wl,j c.;,; 
dar1 g(:1dt: 
ds 
dz . , , 
crr·· -~ n. \ .~~ . .Pi /.4 l 
Vo()r 1 m:-i1or' .. ,-,,!--... \I -.... •~, ~-- \.,I I zo-
cJez~.: 
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Of M at _ ~ _ 2 ds 
n - s s+1 • 
Daa r voar t==O, s= r is 
'3 j-)... 
n M t = log ' 2 - log ( s +1 ) ( p. +1 ) c.:. 
Dan kan s 0n ook z 1 , .• ,,zti ontwikkE-1ld word8n in cen r·ceks naar f-"-, die 
voor voldoend kleinc.: ,-,_ conv":rg;;.c,JTt is. 
In de oorspronkclijk~ vnriab0l~n is dan cen ontwikkeling in x-a gevon-
den, zodat ook nog naar .§_ kon wordcn ontwikkcld (.§_ is beginwaarde). 
2. Periodi~ku oplossing2n voor systcmun m~t twee graden van vrijheid. 
Beschouw nu het systecm 
. 
: = ax + by + 1--,f1 (x,y), 
y = ex + dy + f,lf2 (x,y), 
waarbij r1 e:n r 2 niet lineair ziJn ~n ~ klein ls. r 1 en r 2 zijn analy-
'cische: func t:Lcs van hun a rgun1c..:ntcn. Voor ;u- =0 is hot syst2em linE:::a ir 
en hct hueft, zoals wij vroe:ger hebbe:n gczien, alleen p~riodiekc op-
lossing(·.:n n ls 
a + d == O c:n ad-be> O is. 
Wi j kunnt;n dus zondcr de 8 lgc.:rnd::nhC:: jd tc schodcn, di r~c t s te llen 
r * = -y + f-d 1 ( x, y) 1 y ::: +x + f"f 2 ( X, y) , 
Het stcl~3cl voor j',A=O h, . .-,eft d,9n z lfs oneindig vcel pc:riodieke oplos-
sing,.::n. 
cost 
met will~k~urlg0 K. 
Wij Vlronderstl.::llcn nu., dot ,or voor kleine; w.::.1,:ird(,n van l-'-1-0 ook perio-
d h,kl oploss :Lng,;n z ijn., d voor r==O in cen van dczc ve rzame; lingen 
ovargaan m0t zckero K. Dezu oplossing~n stcll n wij voor door 
x(t,f,<-,K), y(t,f,L,K) 
en stellun voor t==O 
Volgun:3 Po inc a re kunnc:n x ( t, I-'-, K) 2n y ( t, /'- ,K) nu in ma ch tree ks2n naa r 
r, ~1 t:n (3 2 worden ontwikk<:ld. 
Nlet-lineaire difrerentiaalve~ 
door 
Pr.•of. Dr R .• Timman 
8 juni 19~56 
Storins;stheor-ie. 
1. De stellirr van ?oinca:'e. 
Wij beschouwen een systeem vergeliJkingen 
( 1 ) 
'l'rna rbi j de rech terleden fund Les z i jn, die in een 2~ebh·d Q met 1.dtzon-
d~ring van een e1nd1g nar)tal punte~ ni0t 1lle nul zljn en enalytlsch 
zj_jr:,. :)e funcc1es hcngen van een parnmeter r af. 
In he gev,·1J.,, dat: voor> )-1.d) dE: :)p1ossingcn van (1) bekend ztjn., 
~l~;;•t i.,..,_, •. '''"'0"' ,lo }',r.,pri t•,:,. "r~-berc..,..,, fle ,1·n"lo""~'~·~gPr1 \rf.~') i'-1) V")Ol"' icl 0 ir·1e 
•• I. ... •::, ' I;,\.,. \,,; \f ,.J ,, l \,,j 'C .. JC::« ~I....... V 'C' ~.J \.,• , ••• l; "',i ¾., g .. • .• ...,, ~ ..;.._ \.. _, "''.. \ ¾., ...., .. , '-.;:;;. ' 
wr1ar•den v::ir JJ. Jo t:e vindcn door m:Lddel van reelcsontwikl.<.elingen. 
n1~ ~~ge ~~at ~~"ug 0{' r-)il" 0 ar•e' (u6+'r1r)11Pm nouvellen, ~~ .11.a rr1e'c?-, ..... 1., J. .. 1.. ... ,....., • e,r ... r~ , 1.,, ,:, .. .,; \ .... , 1...,,.. i'l -.... ~ 1,., .. ,. _ e,,_ .. , ,.. _ _ (.",} u _ ;:;1 
W1J geven hler de fundsmentele stclling van Pcincar~ met z1jn 
Ir.,d ::1 .. {?n t1e·c pu·nt ~:nC1 gcen s ::tn::;·uJ. 1.t::, P pt;nt is heeft h.e t ste lSE! l ( 1) 
eei oplo::ising, -&'(t,1-1.), Z')d;:,t t(O,f-l)=O. PJineaC'(f ondez·stelt nu, dat 
"''"' ·","" • \'"' f' ' ,~ kl. 6 ' 1' ' ,-11• n -·-- nL, •. ·.:,n ,,,,.,, " ~q., n ,., \ ''.!'1 i1 i __ ,..__ 1 d·, C,,o;:;,c, .. 'Jfii:.-w.i. rt(,;:;J., f{~l!'it1(:l7 W·.;['1.Jt'rl . . lil<.H,r,,,·~ 1 v,;,i, ::;;. - \ v.,1.,J t ·',r-• 
D t kar~ r;o;c :rndu•s gd'crmt.lt.E:rd wor•dc-r. cl,)OP ti:· Zt:ggen: de baankr-0tnmt1 
.:'.:""' 1:t(t,O), behot'cmd bi;) JJ-=0 ;it door g8er: s.::nkrl singul.ler punt. 
\/•)·, . .,. .. ,.,, -;:-,.,,,pc--ir•/. ,,..,., .. ,,,. 1j, .... ~n',~,sc::·ir-·,,·, {)-'(·µ. ➔·) on"'""'{l<'·lr~ word,:·n vc- 1 -
·,. A.r,c,.t ... ~li..) ... •~·•· .• , .. , .c,. ._ •. t-.. -;,,[l .,,.,J -. '·· \..Jt~•-t .... •,~ i.., -.,,,,'~') ,,; flt--. \..,J ..... t _,._, _ ..... ... ...... -~.._, 
gens opklimmerd,: m,H:tHYr·, rin )-'-. lndlc, l,JJ-1 voldoende klc in is. 
t• ·11,r•,, ,:o,wH:,•· r,,,·,m-;- 1, 1 ., c•,,·1•·1 ,.·1:•t 'r>·, .. 1'· ,..J1'l"'T v_.(\ H•"'•O"" LL-,r1 ",c..r· '•"lt"•fl'"-1,,·\_, __ .., tM..., . .,_._7,, ,,,,.t_,;,..,_. 1,(J.,.,_) ,,,,,_..t., ,.t,[,,., .t..~~· t,-'tol•.,_. :::;.·~, .. .J 1i\..-·,J,I,_ ✓---,\-_., ~.~,-..,;;:J l.)t,.._,ft'-,,;;.~ 
lier n\'Y't '"' "''.)t·· rj-·, \>L ,v, 1 i <J.,1· "''' ,•tn '"1) ... n rj \'' ~ d""" .,,.,4. ')}--A In-t--' ◄ 1J..,. 4.,1,,:} '-10 ,•; ~, t. Y~.,.•1.s('::;:.\•~ ,~ (,l,lo .l-•f~;i .:...,:::...,\·,.I -,"',,'J -. 111 •"i/ .;c. c,, CJ l,- _\ ~-,\ -•..J· 
d 1. \~. n d .::~ t: r; t t.~: t h,.f; ~-~ (;'~-"; ,/ .:~; 1 ts, ~:: t <· ~: t.:: n t---1 1. . .J ~' ·:=~- 1-J:( 1 {J} a 1 s r, i ,::: \)W(~ var• 1. a b(t -
}{;;n. Wl.J kunnc:!1 dus :)rnicr·r1t~:llt,n,, dat £(2:,,JJ--} ontwlkkelbaar h1 naar x 
en .JL. 
Subst1tutiw vnn ci,: rueks: 
X ~ 1J' ·' \ -J' /' ) + '-1 1 __r_,, ,\:' ~) +. u z-_°',J•::~ f,· t) + u)-_0.,3 ( t) +. , , • _lt,)'-; '" -· o't /-- ~ ;.: . _;-- v-. 
machtcn van )J.. 1.inks t·r: rtchts ,1r11• c.k dif.'Cur-entiaalvt-rgel1jking gel1Jk 
V~rder is voor tsC xaO. 
it~ absolute waarden klein(::!' ztjr. dan di: cot~fficic.nt,c:m in de- reeksont-
t.1.kke 1:lng van .5., die pos:i ti<t;f gekoz(;n kunn<;n wor-den. 
Stel daartoe 
WaE1r-b:lj i < kleinste comn:rgontit.:'straal. 
Dt oploss1ng van ck vcr-~:;eU.jkl.nf;en 
(2) 
ken nu word0n v,.:rkr,::g,,,:n door t:t;n for-me le re1.:. ksontwikk~ 1 ing waa rvan a 1 lt:· 
coefficient0n positi~r zijn. Bovendl~n is hot aan te tonen, dat d~z& 
~lcks de r~eks, beh0r~nd bij £ m□ Jor~~rt. Aan d~ andere kant 1s het 
st~lscl (2) d1~:ct opt\: loss1.n. SlE·l daar O( 
d ~:J _ n M 1 S ~ 1 +S ) 
'c'1::' - -l,) • 
H1~~u1~ kan S wo~d~n 0pgeloat: 
n M 1t,.,... dS~ 
n ·r, f3·,·· ·-.0'1; V -., i.:-,.i.\r,·_1',·"1! l,~ .• ,~.: .. ii:: C.","'t· . ...-_'1·.l{l.(1 .. 0.1<~ 1,•'()t"'('lt•n vr-1,~·E•1° npkl~"" ..... l''"'d" c) I:; ; • ,.< ,, ,_, ,. r, 1 • • ' •"• n - - .. ~ • • ,.. ' ~ .l '- - ~ ._; · 6 . ' '-' " .1.41 "' I.. • .· ,;; 
Macht.Hi van )t ., :lndien t voJ.dof.;nde k1eln is. Ik· rcekscn voor de oploa-
. , 
sing van (1) zijn dus ook converg~nt. 
W1J b0schouw~n n11 c~r; systeem rliffur~nti2alvergel1Jkinger1 
(1) 
wna~bij r1 en f" niet-!1~~aire analytischc functi0s zijn. C. 
Voor P-""0 wor·ot ht:i ... sy::,c.:::em L\1;, .. a:t.:·. )c. karnkt<::rs.iatiek<: v~.:r•g-GU.jking 
is ? S~. 
~· (2) 
?€:r-1od ke op'J..oss:tng1.-n vnor ,µ..,,.,.() kom, ... r: cvcr•,.en met 1.u:l.v,.'.r tmHginr.\1.t"t~ 
w~rt~ls van vcrg~lijk1ng (2). 
Dua : ,1 + d = 0, ,'J d - be > 0 , 
X .. '\) t; . • K) :,a }{ cos wt 
y • y ( t'. J K) ,,:z gK r3 in ( 1.tt c: -.-)',) 
,.., ; __ ,, 
' . 
-3-
waarbij w • Vad-bc en g bcpaald is. 
De rasE:hoek 'X en de amplitude K zijn 1ntegratieconstanten. De periode 
is grr_ 
1111 
Veronderstel nu, dater voor kleine waardcn van)J- ~O een periodie-
ke oplossing X=X(t,p.,K); Y=Y(t,}l,K) is. 
Voor t=O zijn de oplossingen x(O,_µ.,K} en y(O,)J-,K} en wij schrij-
ven 
x(o,µ...,K) = x 0 (0,K) + ~1 , 
y(O,_,µ.,K) = y0 (0,K) +j3 2 • 
Volgens de stelling van Poinc1r6 convcrgercn de ontwikkelingen 
x(t.,µ.,K); y(t,µ.,K) in machtrcwks--::n naar fo, (3 1 E::n p 2 indh:n fijP11, 1~ 21 voldoende kl0in zijn. Schrijf dus de oplossing~n in de vorm.: 
x = x ( t, )l , f31 , (.3 2 , K) ; Y= y ( t, )L , (3 1 , /3 2 , K) • 
Van een oplossing ind~ buurt van een periodieke oplossing voor.)J-,•O 
met periode T VE.:rond8rs t.:.: llcn wij, da t dE: periode T+,: is. 
x(T+t ;µ., (3 1 ,13 2 ,K) - x(o,_µ., ~ 1 ,(3 2 ,K):::: o. 
y(T+"C i)J-., 81, (J 2.,K) - y(O,p., f31,fl 2,K) = O, 
wa a r b 1 j "C , (3 1 , ~ 2 fun c t h: s van )J.. z 1 j n me t : 
1.(o) = '3 1 (0) = {3 2 (o) = o. 
Daar de fase w1llekeur1g is, kunm.:n wij f31•0 stellen. 
Stel dan 
x(T+ t , JJ.,O, (j ,K) - x(O,.,u.,O, (l ,K) = 19 (,:. ,P,, /i ,K)=O 
y(T+'t , p.,O, (:} ,K) - y(O,_,,.u.,O, (3,K) = 1/(t.,µ., {J ,K) = 0 
Daar voor )J-- =0 deze vcrgelijking2n idcntiek in K vervuld moclten zijn., 
stellen wij: 
f ( t , )-l , (3 , K) = )A 'f' 1 ( ,:, p., (3 , K) • 0 
f(-c ,p., f),K) =fo 'Y 1 (,:,p,(3 ,K) • O. 
Stel, dat t (p.) en (3 (}4) ontwikkeld zijn in 0c:n machtrei:::kst 
't(.µ.) = dp + t.-.f'-2 + ••• ; fl (j'-) 
Door ontwikkeling vRn 'f) 1 en f 1 kr1Jgcn wiJ: 
'f 1 • 'f 01 + ap. + b 't + c /J + ••• = 0 
'f 1 • 't' 01 + ~ 1f1 ~ t, l t + c 1 '3 + • • • • O, 
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Daar wiJ p~rioclteke oplosslngen zoelcenJ) berekenen wij A,B en C na een 
pertode. Voor A en Bis deze 2-rr: 
A(21T) = B(2rr )=1, ti(2rr) = B(2rr ) ... o. 
G(2rr )"'8 
t 
·· r t fx . x: ) rs-i. n u du ... ) "' o.r O' 
. f 2Tr • 
""'r-2.,.,.) I f'(·"' x \,., ,,." 11 du 
~~l\ fl ::::: ..:1, J j• . ..,-1.,fi,._,; ""' e 






~t~, ~tl ~p 0 ~ ft\ l' "~s· ~ X (+) 1 .... · •,1 .... lr•,. ~ dn- k~J•P" {v~r ~, de lk,,j ~ t:, .J. (, .· .. ., ',. i, ,., u A" \ ("\ \. ,f I r.? \. \ •' \..;,· ·~· j /i • I'"} ~,,. u - - \J ~, • 0 4 1 .. ~-,, ...... t ,i .~. ,.J • .., I 
voortbrengeride nmpli.tudt•s K reeds i.n dr: ~.d.:drukkingen van ~ ·\ en f3 2 
voor"' zor38 t wJ.,j de vi:~r•gc 1ijkin..;en, ··.He de Pf'r'iode 2rr + i:: geven, kunnen 
s e l:i r .::. j v en 8 h'l : 
l(:2rr+1:) ... :z(2TT) + t -_;_(:::·rr )+ •..• 
Of WC 1 ! 
Of WicJ., 
. ( ' 
x~21T+1:) X• ( .•, .,.,. \ ,,_ \ C I! I 
(~ , . .,, r" .'( { !; \ ,_,. L /3 
.,-.;.; :.-1 .... 1 .. \. ~ .. 1) :~/\ ·r ,.., , 0 I. 
x(2rr+ t )-x.(o) = c:(;:: rr)./u.+ •.• = o 
;.{2rr+t )-;~(C1 ) ,., -Kt + c;{~:TT )/ + • • • a () 
of wel ')'?f r c. ' 
I ,, f V C ( 2 rr ) • - I ., , .. '. /, ,,. 
t1,-K Sl~ u)ain u OU - 0 
- ( ••• 1 ' "K .... ~l ' ' \ ·"' ,-. ,-, ' ·I, 1 L,l \JI ( •.• ) L .. ) .... •• ·' - •• .:..1.1- u. ; , .. V.... ..l (.. •• - / - - 1 .l \ ' • 
Hi.er.ui t moet de voor·tbrcr.:gf:r:de .smp U. t\1cle K word cm bepaa 1d. 
Dan vc,.lgt de correct:1.i~ t ,1p de: pE•r:i.orh? .• ind ten 6(2 rr ),to :U.1;. 
Voorbeeld. 
-
l atdi + ;:i, + "1)/t ·•j" .._ d f.D. ~ ,. J. . ?'(" .. L \ \' ::::::r ~ ~ ,,. 
1
.A! \, .. t, 
n 
18 ""'anode~;tr'o<,m. Le;1t I 3 :i1~-:J 
funct1e v2~ de r(ost~r~pD!.~1ne 




Wij verschuiven de oorsprong en veronderstellen, dat de karakteristiek 
V 
symmetrisch is. Voeren wij nu een dimensieloze va riabele "<I= ~ 
(V8= verzadigingsspanning) in, dan ku.nnen wij schrijven: 
Ia= Vs( ~1v-61 v3) 
waa rbij r 1 en 6 1 posi ticf zijn. 
Wij drukken nu alle grootheden.in v uit 
1 J • 1 ·· 1 di 
V = CV- i dt; V = CV; V = CV of . 
s s s 
Door differentiatie ontstaat 
d Ia d Ia dv ~ 2 • 
-dt = av- • at = Vs ( 1~ 1-3 6° 1 V ) V • 
Substitutie gceft de differentiaalvergelijking 
LC v + [ Rc - ). ( r 1 - 3 J 1 v 2 ) J " + v = o • 
s 
Voeren wij een dimensielozc:: tijd t' in door t = W 0 t; u.> 0 = ~, dan 
kan de vergelijking worden g2schrevcn: 
::2 + v ~j'-[/3P) - 3 O(,)v2] l}'f-. 
Voor j-L=O zijn de voortbrengende oplossingen van de vorm: 
v 0 = tp 0 (t) = K cos t, v0 = 10 (t) = - K sin t 
8n f(vo,vo) = - ~ K sin t + 3 if K3 cos 2 t sin t. 
De voorwaarde voor K wordt dus: 
2TT 1 [-rK sin t + J<lKJ cos2t sin t] sin t dt ~ O, 
waaruit volgt: 
of K2_ 4 (3 
- 3 ~ . 
De 8mp1itude van de trilling wordt grater als ~ kleiner is, dit 1s 
duidelijk, want 5 geeft het limi teringsmechanisme. 
Het b lij kt, da t in de ee rs te orde thcoriu -C niet verandert. 
Om verdE:r te gaan, moeten wl~j tweede orde theorie toepassen. 
Het blijkt, dat tenslotte 
7 = 2 ✓3~· cos [ (1-.L,2f 2Jt+<f] +y(- @.)v!f-- sin 3 r (1-1'2-/32 t+t] + 
sf;, IT [ r-2 13 2 ] 2 [ ] + r ir Vrr sin ( 1- ~)t + r + r . . . . .... 
waar•b1-j f een WJ.llekcurige fasehoek is. 
